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PT, ve T, ile X,={1L2K,n} srai kimesi (izerinde srasyla tim kismi
dontstimler yarigrubunu ve tim dontsimler yarigrubunu gosterelim. PT. sifir
elemanint iceriyor olup, PT. nilpotent eleman icerir. L. ile PT nin tum nilpotent
elemanlar: tarafindan dogurulan PT_ nin at yarigrubunu gosterelim. Bu tezde PT,
nin nilpotentleri tarafindan dogurulan PT_ nin alt yarigrubunu arastirarak yapilan

caligmalar1 bir araya topladik. Bunun icin iki durumu g6z 6niinde bulunduralim: n
tek veyacift . Eger n cift iseal L, olmasi icin gerek ve yeter kosul a rnin sifirdan

farkli gap asship olmasidir. Eger n tek , al PT, iseal L olmasi igin gerek ve
yeter kosul gapa * 0 veya |ima|£n- 2 veyaa imajindaki eleman sayist n- 1 olan
bir ¢ift donustim olmasidir.
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Let PT, and T, denote the semigroups of all partial transformations
semigroup and of all transformations semigroup on the natural ordered set
X, ={1,2,K,n}, respectively. Since PT, contains a zero element, PT, contains a
nilpotent elements. L, shall denote the subsemigroup of PT  contains generated by
all the nilpotents of PT_ . In this thesis, we investigate and collect the study about
subsemigroup of PT_ which is generated by the nilpotents of PT_ . For this purpose
we consider two cases N is even or odd. If n iseventhen al L, if and only if a
has non-zero gap . If nisodd al PT, then al L_if and only if a has non zero
gap and either [ima|£n- 2 or a isan even transformation with |ima|=n- 1
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1. GIRIS Esra Onder

1. GIRIS

Herhangi bir X kimesinden yine X kiumesine olan tim donusimlerin
kiimesini g6z onunde bulunduralim. Bu kimeyi T, ile gosterelim. T, kimesi
donisumlerin bileskesi islemi ile bir yarigruptur. Bu yarigruba tim dontstmier
yarigrubu denir. Tim donlsumler yarigrubu ile ilgili calismalar son elli yilda
oldukca artmustir. Bilgisayar bilimindeki gelismeler bu ilginin artmasina yardimci
olmustur. Bu zamana kadar yapilan ¢aligmalarda X in hem sonlu hem de sonsuz
olmasi durumlar1 g6z éniinde bulundurulmustur. Ozellikle [Hardy, Wright, 1979] ve
[Higgins, Howie, Ruskuc 1998] makalelerinde X in hem sonlu hem de sonsuz olmasi

durumunda T, in 6zellikleri incelenmis ve gesitli sonuglar elde edilmistir.

Herhangi bir S yarigrubu T, in bir alt yarigrubuna izomorfik oldugundan
T, yarigrubu yarigrup teoride oldukga dnemli bir yer tutmaktadir. Bu sebeple T, in
yapisini ve elamanlarinin 6zelliklerini bulmak ve T, in doguray kimesini bulmak

uzun zamandir calisiimaktadir. Bu calismalara ¢rnek olarak [Araujo, Branco,
Fernandes,Gomes,Ruskuc, 2001], [Ayik,Ayik,Howie,Unl(1,2005], [Ayik, Ruskuc,
1999], [Fernanedes, 2002], [Ganyushkin,Mazorchuk, preprint] ,[Gomes, Howie,
1987], [Gomes, Howie, 1992], [Higgins, Howie, Mitchell, Ruskuc, ] , [Higgins,
Howie, Ruskuc 1998], [Howie,1966] ,[Howie, 1995] ,[Howie, McFadden,1990]
,[Howie, 1971], [Howie, 1978] [Howie, Ruskuc, 1994] ,[Kearnes,Szendrei, Wood,
2001] , [Lipscomb, 1996], [Ruskuc, 1998], makalaleri verebiliriz. X={1,2,...,n} in
sonlu bir kiime olmast durumunda T, yarigrubu kisacaT. olarak gosterilir ve sonlu
dontstmler yar:grubu denir. ST, ve S sirasiyla T nin singller donusumler alt
yarigrubunu ve bijektif dontstmlerinin grubunu gostersin. Klasik sonlu dontstimler
yarigrubu hakkindaki terminolojiyi bir arada bulacagimiz kaynaklara 6rnek olarak
[Ganyushkin,Mazorchuk, preprint],[Howie,1966], [Lavers,1998] calismalarini
verebiliriz.
Howie 1966 da tim donUsumler yarigrubunun idempotentler tarafindan

dogurulan alt yarigruplarint incelemistir. Bu ¢alismasi daha sonra 1970 ve 1972
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de Evseev ve Podran tarafindan kismi dontsumler yarigrubuna genisletilmistir.
Daha sonraki yillardaise bu sonuglar farkl: yonlerde genellestirildi. Ornegin 1967
de Erdos idempotent matrislerin garpimini incelemistir.

Bu tezde gerek tim donusumler yarigrubunda gerek kismi dénustumler

yangrubunda sonlu X, ={1,2,K,n} ile ilgilenecegiz ve bu durumda tim
dontsimler yarigrubunu T, ve kismi dontsumler yarigrubunu da PT. ile
gosterecegiz. T. ve PT nin ozellikleri temel tanim ve teoremler boliminde
verilmistir.

Dikkat edilecek olursa PT_ yarigrubu sifir eleman

ad 2 L no
On: -
.

0, elemanmina sahiptir. PT  yarigrubu sifir elemana sahip oldugundan, PT,
nilpotent eleman igerir. Boylece PT. nin tim nilpotent elemanlarinin dogurdugu

alt yarigrubunu bulma problemini ortaya koyabiliriz. Bu problem ilk olarak 1972
yilinda Schwarz tarafindan ortaya konulan bir problemden dogmustur.

Bolum 2 ve Bo6lim 3 de bahsedilen terminoloji Howie tarafindan 1995
yazilan “Fundamentals of semigroup theory” adl1 kitaptan ve Sullivan’in 1975 de
tamamlanan “Automorphism of transformation semigroup” baslikli doktora

tezinden alinmustr.

X, ={12,K,n}, doma i X, veima i X, olmak iizere, PT, nin

a :doma ® im

seklindeki tiim déniisiimleri igerdigini biliyoruz. Ayricaa,b1 PT icin
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domab =(ima C domb)a ™

imab =(ima G domb)b

dir. Eger ima C domb =/ ise

Yani PT. nin sifir elemant olan bos donisumdir. Regller yarigrup tanimi
hatirlanacak olursa T. ve PT_ birer reguler yarigruptur. X, :{L 2,K,n} olmak

Uzere T. ve PT. nin eleman sayilar

Tn

=n" ve |PT,|=(n+1)"

oldugunu biliyoruz.
Son bolumde X, ={1,2,K,n} sonlu bir kiime olmak tizere PT, nin tim
nilpotent elemanlarimn dogurdugu, PT.  nin alt yarigrubunu bulacagiz. Bu alt
yarigrup X, nin Gift veyatek eleman igeriyor olusuna baglidir.
0,tal PT, elemamin genel olarak

LA A LA
€a, a3, L a

Q- O

olarak yazacagz.

L, ile PT  nin tim nilpotent elemanlar: tarafindan dogurulan PT, nin alt

yarigrubunu gosterelim. Bu tezde PT_ nin nilpotentleri tarafindan dogurulan PT_ nin

alt yarigrubunu arastirarak yapilan calismalar: bir araya topladik. Bunun icin iki
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durumu géz éniinde bulunduralim: n tek veya cift . Eger n cift ise al L, olmasi
icin gerek ve yeter kosul a nin sifirdan farkli gap a sahip olmasidir. Eger n  tek,
al PT, ise al L, olmas: icin gerek ve yeter kosul gapa * 0 veya |ima|£n- 2

veya a imajindaki eleman sayist n- 1 olan bir ¢ift donisiim olmasidir.



2. TEMEL TANIMLARVE TEOREMLER Esra Onder

2.Temel Tanimlar ve Teoremler

Bu bélimde yarigrup teoriden kullanacagimiz temel kavramlar: verecegiz. Bu
temel kavramlara 6rnek olarak homomorfizm, kongrians,b6ltm yarigrubu, baginti

verilebilir.

Tamm 2.1. S bos olmayan bir kimeve mde S” S den S’ye bir fonksiyonise m

ye S Uzerinde ikili islem denir. Bu durumda (S, m) ikilisine de bir grupoid denir.
Tamm 2.2. (S, m) bir grupoid olsun. Eger " x,y,Z S icin

(x.(y.2)m) m=((x,y)u,z) m
ise (S, m) ikilisine bir yar:grup denir.

(S,m) bir yangrupise " x,y,zl S igin (X, y)myerine Xy veya xy ve;
(x.(y.2)m) m=((x,y)u,z) myerinede x(y.z) =(xy).z veya x(yz)=(xy)z
yazilir. Bu durumda (S, m) yerine (S,g) veya s yazilr.

S hir yarigrup olsun. O zaman " xI S i¢in X¢hagx yerine X" yazilir.

ntane

Ayrica x, %, K, x 1 Sicin

(0% X)L (X (%10 X2 ) %0 1)) %,
yerine
%% LX,

yazilir.
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Tamm 2.3 Shir yarigrup olsun. Eger " sl S icin zxs = zise zI S ye bir sol sifir
gleman, s>z =zise zI S yebir sag sfir leman denir. zI S hem sag sifir eleman

hem de sol sifir eleman ise z ye sfir eleman denir.

Onerme 2.4. Bir Syarigrubunun sifir eleman: varsa tektir.

Ispat: Ove 0, Sniniki sifir eleman olsun.
0=00 ( 0, sifir eleman oldugundan )
0=00 =0 ( 0, sifir eleman oldugundan )

olup, istenilen ispatlanmis olur. m

Tamm 2.5. S bir yarigrup olsun. Her si S icin es=soluyorsa el S ye S nin bir
sol birimeleman:, se =< oluyorsa el S ye S nin bir sag birim eleman: denir. Hem
sol hem de sag birim olan elemana birim eleman denir.

Onerme 2.6. Bir Syarigrubunun birim elemam mevcut ise tektir.

Ispat: e f1 S, Sninbirimelemanlar: olsun. € birim eleman oldugundan

e>f = f ve f birim eleman oldugundan f >e=eolup

olacagindan e = f yani birim eleman tektir. [

Tamm 2.7. Sbir yarigrup olsun. Eger Sbir birim elemana sahip ise Sye bir monoid

denir.

Shir yarigrup olsun. Eger Sde birim eleman mevcut ise birim eleman 1 ile

sifir eleman mevcut ise O ile gosterilir. Eger



2. TEMEL TANIMLARVE TEOREMLER Esra Onder

olarak tammlanan S* lizerinde ikili islem " s,tT S' igin

ist, sttl
it s=1
_':'S, t=1

fL s=t=1

seklinde tammlanir ise S* bir monoid olup buna gerekli ise Sye birim eleman

eklenerek elde edilen monoid denir.

Tamm 2.8. Shir yarigrup olsun. Eger " al Sicin aS=Sve Sa=Soluyor ise Sye bir
grup denir. Diger bir deyisle, Shir yarigrup ve el Siken " al Sicin ea=a=aeve

ba=e=ab olacak sekilde bir bl Svar ise Sye bir grup denir.

Tamm 2.9. Shir yangrupvef * Ti Solsun. T?1 T ise T ye Snin bir alt

yar:grubu denir.

Tamm 2.10. Shir yanigrupve f ¢ T 1 S olsun.
ii) STI TiseTyeSninbir sol ideali
iii) TSI TiseT ye Snin bir sag ideali
iv) STI TveTSI TiseT yeSnin bir ideali denir.

Tanim 2.11. S bir yarigrup veul S olsun. Eger u? =u ise u bir idempotent
eleman denir.
Sag ve sol birim ve sag ve sol sifir elemanlarin birer idempotent elemanlar

oldugu kolayca goruiltr.
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Ornek 2.12. s herhangi bir kilme ve S Uizerindeki carpmaislemini her x,yT S icin

Xy =X

olarak tammlansin. S bu ¢arpmaile bir yarigrup olup bu yarigruba sol sfir yar:grup

denir. Eger carpma Xy =Yy seklinde tamimlt ise bu durumda S yarigrubuna sag sfir

yar:grup denir.

Tanim 2.13. S bir sifir elemana sahip bir yarigrup olsun. sl S elemant icin s™ =0

ves™!1 0 olacak sekilde m pozitif tamsayisi varsa sl S elemanina nilpotent
eleman, m pozitif tamsayisina s elemammin indeksi (veya nilpotentlik derecesi)

denir.

Tanim 2.14. Sve T iki yarigrupve f :S® T bir fonksiyon olsun. Eger " s;tT S

icin

f(st) =f () (1)

ise f ye bir homomorfizm denir.

Tamm 2.15. Sve T iki yarigrupve f : S® T bir homomorfizm olsun.
1. f birebirise f yebir monomorfizm
2. f ortenisef ye bir epimorfizm

3. f hem birebir hem 6rtenise f ye bir izomorfizm denir.

Sve T yarigruplar: arasinda bir izomorfizm var ise Sile T ye izomorfik
gruplar denir ve S @ ile gosterilir.

SveTiki yarigrupve f :S® T bir homomorfizm olsun.
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Kerf ={(x,y)T " S:f (x) =t (y)}

olarak tammlanan kiimeye f homomorfizminin gekirdegi denir ve Kerf ile
goserilir.

Ayricakolaycagorulir ki f :S® T bir homomorfizm olmak Uizere
inf =§ ={f (s9):sl §

kimesi T yarigrubunun alt yarigrubudur. Buna ek olarak eger f bir monomorfizm

iseS, inf "yeizomorfiktir.
Tamm 2.16. S bir yarigrup ve al S olsun. Eger
aba=a

olacak sekilde bir b1 S varsa al S elemanina reguler (duzgun) eleman denir.
Ayrica her elmam regiler olan bir yarigruba regiler yar:grup denir. Ornegin,

Gruplar, dikdortgensel bandlar regller yarigruptur.
Tamm 2.17. S bir yarigrup ve al S olsun. Eger
aba=a ve bab=b

olacak sekilde bir b1 S varise b'ye a'n:n bir tersi ve a'ya datersinir eleman
denir.

al S tersinir elemanise a nin tim terslerinin kiimesini V (a) ile gosteririz.
al S tersiniriseV(a)! A& dir. al S tersinir degil ise V (a) = & dinir. Dikkat
edilecek olursa

- G birgrupise " al G icin |V (a)| =1dir.
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- S bir dikdortgensel band ise " al s igin V(a) =S dir.
- s sifiryangrup ise V(0) ={0} ve V(a)=4(" a 0)
Tanim 2.18. Bostan farkli herhangi bir kiime X olmak Gzere X~ X in bir alt kimesi

r ya Xuzerindeki bir bagint: denir. X Uzerindeki tum bagintilarin kiimesini B, ile

gosterelim.

A, X X vel, ={(xx):xI X} kimelerini X iizerindeki bagintilara 6rnek

olarak verebiliriz. r , X lizerinde bir bagint1 ve Al X olmak Uizere
r [A]:{yT X:(ay)1 r,(al A)}

olarak tammlayalim. xT X igin r g x} g yerine r [X] yazacagiz.

a,b1 Bicin
aob={(xy)l X" X:$z21 X,(x2)T a,(zy)T b}

Seklinde tammlanan bileske islemi ile B, bir yarigrup olur. Bu yarigruba tim
bagintilar yarigrubu denir ve B, =(B,,0) ile gosterilir.
Dikkat edilecek olursa |X|=n olmak tizere | X~ X|=n* olup |B,|=2" dir.

r T B, olmak lizere

dom(r):{xT Xyl X,(xy)T r}

kimesine r nun tan:m kiimesi

10
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im(r):{yT X:$x1 X, (xy)1 r}

kiimesine r nun deger kiimes denir. Kolayca gorillecesi gibi r,s1 B, iginr | s
ise dom(r )T dom(s), im(r)i ims) ve r[x]* £0 xI dom(r) dur. Al X

ise r [A]=U{r [a]:al A} seklindedir. Her r T B, icin r nunters
r'lz{(x,y)T XX (y,x)1 r}

olarak tammlamr. r' de B, in bir elemamdr. Ayrica r,b,a,a, L.,a,l B,

olmak Uzere

-1

()=
-1 - - -
(a,0a,0l0a,) =a,'oa,}0Koa, "

ribbrtli bt

dir. Dikkat edilecek olursa dom(r ) =im(r ‘1), im(r )= dom(r ‘1) ve

r x|t £0 x1 im(r) dir.

Tamm 2.19.r , X Uzerinde herhangi bir baginti olsun.
3. Her xi X icin (xx)I r ise r yayansmal:
3. Her x,yT X icin (x,y)7 r iken (y,x)7 r ise r yasimetrik
3. Her x,yT X icin (x,y)7 r ve (y,x)T r oldugunda x=y ise r ya
antisimetrik
3. Her x,y,z1 X icin (x,y)T r ve (y,2)] r oldugunda (x,2)T r iser ya

gegismeli
denir.

11
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Bu tarumlar: asagidaki gibi de ifade edebiliriz. Eger 1, 1 r iser ,

1

yansimaly, r " =r iser ,sSmetrik,r or | r ise r gegismelidir.

Tamm 2.20. r , yansima, simetri ve gegisme Ozelliklerine sahip ise r ya X Uizerinde

bir denklik bag:nt:s denir.

Tanim 2.21. Sbir yarigrup ve r , S lzerinde bir denklik bagintisi olsun.” x,y,sl S

icin

—)

(xy)T r b (sx,sy)T r

ise r "ye sol kongruans denir. Benzer sekilde" x,y,sl S icgin

(x,y)T pP (xs,ys)T p

ise r 'yasag kongruans denir. Eger r sag ve sol kongruansise r 'ye ( sag/sol)

kongruans denir.

Teorem 2.22. r bir Syarigrubu Gzerinde kongruansolsun. r nun tim denklik

siniflartmin S/r kimesi Uzerinde

(x/p)(y! p)=()/ p
seklinde tammmlanan carpma islemi ile bir yarigruptur.

Ispat: ik olarak yukaridaki carpimin iyi tamiml1 oldugunu gostermeliyiz. Ornegin,
ayni denklik sinifinin iginde bulunan elemanlarin segimi

12
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(%) r ve(y,y,)T r olmak tizerex T x/r vey,1 y/r seklindedir. r sag
kongruansise(x, )T r igin (xy,xy)l r dir. Benzer sekilde r sol kongruansise

(x,%)7 r icin (yx,yx)T r dir. Boylece

(x/r)(ylr)=(xy)/r =(x%/r)=(x/r)(y/r)

olup carpma iyi tanimlidir. Carpma birlesme 6zelligine sahip olup S/r kimesi bir

yarigruptur. m

Tamm 2.23. S/r yarigrubuna bolim yar:grubu denir.

S bir yarigrup ve | * A olmak tizere { A :i1 I} de Sninalt yarigruplarinin
bir ailesi olsun. A altyarigruplarinin hepsinin kesisimi A kimesi bostan farkl1 ise
yine S nin bir alt yarigrubudur.

S nin bogtan farkli her A alt kiimesi igin A yiigeren S ninenaz bir alt

yarigrubu vardir. En azindan S nin kendisi vardir. S nin A yi igeren tim alt

yarigruplarinin kesisimi yine S nin A y1 igeren bir alt yarigrubudur. Bu alt
yarigrubu (A) ile gosterecegiz. O halde (A) alt yarigrubu asagidaki iki 6zellige
sahiptir.
1 Al (A
2. U, Snin A yiigerenbir alt yanigrubu ise (A)I U dir.
(A) alt yarigrubu S nin tim elemanlarin: igeriyorsa, S nin her elemam A

nin elemanlarinin sonlu bir garpimi olarak yazilabiliyordur.

Tamm 2.24. Eger (A)=S ise A ya S nin doguray kiimesi denir.

13
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A sonlu bir kimeolsun. A={a,,a,,K,a} ise (A)=(a,a, K,a,) yazacagz.

A={a} tek elemanl1 bir kiime ise
(a)={a,a2,a3,K}

dir. Eger S bir monoid ise benzer tammlar yapilir fakat 1 in icerildigine dikkat

edelim. Ornegin tek elemanl: doguray kiimesi olmasi durumunda
(a) ={L a, az,as,K}

olduguna dikkat edelim.
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3. TUM DONUSUMLER VE KISMi DONUSUMLER YARIGRUBU  Esra Onder

3. Tum Donusumler ve Kismi Dontsumler Yarigrubu

Bu bolimde grup teorideki permitasyonlar yarigrubuna benzer olarak
herhangi bir sonlu kimeden yine kendisine tamml1 tim donistmlerin olusturdugu
tim dontsumler yarigrubundan bahsedilecektir. Tammdan da anlasilacag: gibi tim
dontsimler yarigrubu permitasyonlar yarigrubunu icermektedir. Daha sonra kismi
donusimler yarigrubu ve ozellikleri verilecektir. Ayrica tim donisumler ve kismi

dontsimler yarigrubu arasindaki iliskilerden bahsedilecektir.
3.1. Tum Dénasumler Yarigrubu

Gruplarda bir kimenin permitasyonlarinin grubu gibi yarigruplar da da bir
kimeden yine o kimenin kendisine daha genel donUsumler kavrami vardir. Bir

X =X,={12,..,n} sonlu kiimesindeki tiim permitasyonlarin simetrik grubu (S,,0)
na benzer olarak, X, ten X e tim donustimlerin yarigrubuna tim dontsimler
yarigrubu denir ve (T,,0) ile gosterilir. Ozel olarsk X =X, ={12,..,n} sonlu
kimesi igin tim dontisumler yarigrubu (T,,0) seklinde gosterecegiz. Yukarida
bahsedildigi gibi tim bu yarigruplarda islem bileske islemi olup bu islem
birlesmelidir. (S,,0), X ten X e tim birebir 6rten doniisumleri igeriyor olup
(T,,0) in at yangrubudur (aym zamanda alt grubudur.). Dikkat edilirse
X=X,={12...n},|X|=nise

=n

S|=nt,

Tn

dir.
Eger S, tim dontsimler yarigrubu T, nin bir alt yarigrubu ise S ye
dontstmler yar:grubu veya dontsumlerin yarigrubu denir. Bir S yarigrubundan T,

ye bir |  homomorfizmasina S nin temsili denir. Eger | birebir ise ) ye glvenilir
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3. TUM DONUSUMLER VE KISMi DONUSUMLER YARIGRUBU  Esra Onder

temsil denir. Her durumda j nin gorantusi § komesi S ye izomorfik bir

doénisumler yarigrubudur.
Asagidaki teorem gruplardaki Cayley teoremine benzer olup her yarigrubun bir
dontsim yarigrubuna izomorfik oldugunu ifade etmektedir.

Teorem 3.1.1. ( Cayley Teoremi) Kardinalitesi n olan her sonlu S yarigrubu ya T,
yada T ., in bir altyarigrubuna izomorfiktir.

Ispat: ilk olarak S nin 1 birim elemamina sahip oldugunu kabul edelim.
S={a =1a,..a} ve k=12..n icin i, sayilan aa, =a_ esitligi ile tek tirlu

tamimli olmak Uzere ) :S® T donisumini

olarak tammlayalim. j :S® j (S) dénustimii birebir ve ortendir.

Ayrica (ab)a, =a(ba,) olup her k=1,2,...,n igin

i (ab)(k) =i (a)(i (b)(K))

dir. Boylece her a,bl S igin j (ab)=j (a)j (b) olup j bir izomorfizmdir. O halde
j , S den T, nin bir altyarigrubu j (S) ye bir izomorfizmadir. Eger S bir birim

eleman icermiyor ise, S yi S'yanigrubunun bir altyarigrubu olarak géz Oniine

aabiliriz. Budurumdaise S', T ,, in bir altyarigrubuna izomorfiktir. <
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3. TUM DONUSUMLER VE KISMi DONUSUMLER YARIGRUBU  Esra Onder

Dikkat edilirse T, degismeli olmayan bir yarigruptur. Ornegin

& 2 3 4 5 2 3 455 @ 23 4 54
2 5 2 1 3,84 1 4 4 258 21 4 4,

ad 2 3 4 5664 2 3 4 59 _a& 2 3 4 56
§4 1 4 4 2;82 5 2 13; 4 2 1 1 55

Onerme 3.1.2. n>1 igin T ’in sag sifir eleman: yoktur. al T ’min bir sol sifir

olmast igin gerek ve yeter kosul herhangi bir al X, ={1,2,...,n} olmak tizere

A 2 .. no
a= =
ga a .. ag

olmasidir. Bunaek olarak, T, yarigrubunun n tane sol sifir1 vardr.

. A 2 ... no
ispat: al X, ={12...n} olmak zere a :z . aS ile gosterelim. Herhangi
2

bir b1 T, icin ab(x)=a(x) oldugundan a , T, in sol sifirdir. Bu yiizden T, en

azindan n tane sol sifir igerir. Ozellikle, n > Ligin T, yarigrubu sag sifir igermez.
Sabit doniistimler ranki 1 olan donisumlerdir. b1 T, elemamnin rank: en az

2 olsun. Herhangi bir aT T, icin ba, mnranki 1 olup xI X, icin ba (x)=b(x)

olmasi imkansizdir. O halde ranki 2 olan sabit donisim sol sifir eleman olamaz. O

halde T. nin ntane sol sifir eleman: vardir. <
Onerme3.1.3 al T, in bir idempotent olmasi icin gerek ve yeter kosul " xI ima

icin xa = X olmasidr.

ispat: al T, bir idempotent olsun. O halde, a?=a 0a =a veya" xI X_ icin

17



3. TUM DONUSUMLER VE KISMi DONUSUMLER YARIGRUBU  Esra Onder

xa’=(xa)a =xa

olur. Béylece, yl ima ise
ya=(@a)=xa’=xa=y

olur. Tersing, al T olmak lizere " xI ima igin xa = x olsun. O zaman, " xI X

n

icin(xal ima)
xa’ = (xa)a
olur. Dolayistyla, a® =a olup a hbir idempotenttir.
<
Tamm 3.1.4 Shir yarigrup ve al S olsun. Snin a yi igeren en kiigilk (sag-sol)
idealine a tarafindan dogurulan (sol-sag) ideali denir.

Shir yarigrup ve al Solsun. a tarafindan dogurulan minimal sol,sag ve cift

tarafli idealler sirasiyla

olarak tamimlanr.

Tamm 3.1.5. Shir yarigrup olsun. S tizerinde tammlanan

L ={(a,b): Sa=S't}

R={(a,b):aS' =bS'}

18



3. TUM DONUSUMLER VE KISMi DONUSUMLER YARIGRUBU  Esra Onder

J={(a,b): S'as' = SbS}

bagintilarina sirasiyla sol, sag ve J -Green denklik bag:nt:lar: denir.

Tanim 3.1.6. Eger (a,b)T S icin (a,b)] L iseailebl - baglantil:dr,
(a,b)] R iseaileb R- baglant:l:dir ve ayr:ca (a,b)] R ve (a,b)l L ise
aileb J-baglant:l:dir denir. Sirasiylaal b, aRb, aJ bile gosterilir.

Onerme 3.1.7. Shir yarigrup ve a,bl S olsun. O halde,
i) (ab)T L olmasiigin yeter ve gerek sart a=sb ve b =ta olacak sekilde
s,t1 S' olmasidrr.
ii) (a,b)T R olmasiicin yeter ve gerek sart a=bu ve b =av olacak sekilde
uvi S' olmasidir.
iii) (a,b)T J olmasi icin yeter ve gerek sart a=sbu ve b =tav olacak sekilde
s,t,u,vl S' olmasidir.

Ispat: Y ukaridaki tammmdan dolay: ispat agiktir.

Onerme 3.1.8. Shir yarigrup olsun. Siizerinde sag ve sol Green denklik bagintilar:
degismelidir. Yani, L 0 R =RoL dir.

Teorem 3.1.9. a,b1 T, olsun. O halde
i) aLb U ima =imb
ii) aRb U kera =kerb

olmasidir.

ispat: a L b olsun. Budurumdaa =¢gb ve b =da olacak sekilde d,gl T, vardhr.
O zaman ima =im(gb) | imb ve benzer seklide imb | ima olup ima =imb dir.
Tersine ima =imb =1 oldugunu kabul edelim. Her i1 | icin aa =hb =i olacak

sekilde a,b T | segelim. m ven dénisumlerini asagidaki gibi tammlayalim.
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3. TUM DONUSUMLER VE KISMi DONUSUMLER YARIGRUBU  Esra Onder

xm=a U xb =i

x=hU xa =i

Bdylece ma =b venb =a olupa L b oldugu ispatlanmus olur.
a Rb olsun. Bu durumda a =bg ve b=ad olacak sekilde d,gi T,

vardrr. (x,y)1 kera igin xa = ya dir. Boylece
xb =xad =yad =yb

olup (x,y)T kerb dir. Yani kera | kerb oldugu gésterilmis olur. Simetriden dolay:
kerb | kera olup kerb =kera ispatlanmus olur.

Tersine kerb =kera =p olsun. p nin denklik siniflarinin sayisi ima = J
nin eleman sayisina esittir. Bu da imb = K olup bu sayiy1 q ile gésterelim. p nin
her bir denklik simifindan bir p (i=12,...,q) segelim. j, =pa ve k = pb olmak
Uzere J ={jl,..., jq} ve K ={k1,...,kq} olsun. m ve n donusumlerini asagidaki gibi

tanimlayalim.

jm=k (i =1..,q),xI J isexm=rastgele tammlansin.

kn =j (i=1..,9),xI | isex1 =rastgele tammlansin.
am=b dir. Herhangi bir X1 {1....,q} ve (x,p,)T p olacak sekildeki tek p temsili

olsun. O zaman xam= pam= jm=k = pb =xb dir. Benzer sekilde bn =a

oldugu gosterilip a R b ispatlanmus olur. <
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Ornek 3.1.10.
L, L, L,

Dl

d 2 30 a 2 30 a 2 30 R,

9 1 1, &2 2 2, &3 3 3,

L, Lis Lo

@ 2 36 A 2 38 d 2 36

g 2 25 € 3 3y %2 3 35

ad 2 36 ad 2 39 @ 2 35 | R

&2 1 1, & 1 1, & 2 2,

A 2 36 A 2 35 @ 2 36

&2 1 25 &3 1 3 &3 2 3
D, @ 2 36 @ 2 36 & 2 36 | R

Q2 1y 3 1y & 3 25

& 2 30 A 2 3 @ 2 36

2 2 15 3 3 15 3 3 25

@ 2 36 A 2 38 d 2 36

9 1 25 &1 1 35 &2 2 3,

Ri

D. - 18 2 308 2 30ad 2 30ad 2 368 2 36a& 2 36 U
3_%_} S92 358 3 258 1 3382 3 158 1 258 2 15 |,
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3. TUM DONUSUMLER VE KISMi DONUSUMLER YARIGRUBU  Esra Onder

dir. T,’ in idempotent elemanlar:

@ 2 30ad 2 30 2 30a 2 30a 2 30
€1 1 158 2 258 3 3,8 2 25 3 3,
@ 2 3584 2 308 2 36 2 30
€1 2 158 2 3,8 1 3,8 2 3,

dir.

Biral T, elemanim alalim. Eger al S, iseo zaman aa 'a =a olup
a regillerdir. Eger a1 S, isebir i.T X, -ima mevcuttur. Her bir j1 ima igin
ia = j olacak sekilde bir tek i,T X segelim. Budurumda b : X ® X_

donusimind " jT X, igin

olarak tammlamrsa " i1 X, igin
i(aba)=((ia)b)a =(jb)a =ia = j =ia

olup aba =a olur. Ohalde T, bir reguler yarigruptur.

S, nin herhangi bir elemamimin  ayrik devirlerin  carpimi  olarak
yazilabilecegini biliyoruz. al S, eleman a =(a,a,) seklinde bir devir ise bu

devire transpozisyon denir. Her devir transpozisyonlarin garpim olarak

(a.8,.K,8,)=(a,a,)(a.a)L(a,a)
seklinde yazabiliriz.

al S, eleman cift sayida transpozisyonun carpimi olarak yaziliyorsa a ya

cift permitasyon, tek sayida transpozisyonun carpimi olarak yaziliyorsa a ya tek
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permitasyon denir. Eger a =(a,a,,K,a) devirinde ktek say1 ise a ift

permiitasyon, k cift say1 ise a tek permitasyon olduguna dikkat edelim.

a,bl S, elemanlarim a =(12) ve b =(12L_n) olarak alalim.

bt=b"™*
b~ab =(23)
i=1,2,K,n- 1 olmak Uzere
b "ab"* =(ii +1)

j =2,3K,n- 1 olmak tzere
(ii+1(j-1j)(23)(12)(23)(j- 1j)(ji+1)=(1j+1)
i=12,K,n-1ve j=12K,n-i olmak Uzere
b (1j+1)b" "t =(ii+]j)
esitlikleri S, de saglanr.
Boylece yukaridaki esitlikler gz o©ninde bulundurulursa permitasyon
gruplarinin doguray kimesini veren grup teoride iyi bilinen asagidaki teorem,

ispatsiz olarak verilmistir.

Teorem 3.1.11. § =(a,b) dir.

n3 3 olmak Uizere T, tiim dénisimler yarigrubundaki a,b,gl T, eemanlarini
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12, x=lise
a =(12), b =(12Ln) Veg:||12||=%x’ x1 lise

olarak alalim.
()2 (2i)=[i2]. (i 3)
(2)I2|(2) =}l (i=3)
L) DRrAHE)=]il. (= 3ix i)
(EIRG ) =[5, (e i)

esitlikleri T, de saglamr. Ayrica |ima|=r £n- lolmak iizere herhangi bir f1 T,
elemamimi alalm. il j,if = jf olacak sekilde i,j ve zl X -inf alahm.

f:X, ® X, doniisiimini her xT X icin
X =i

olarak tanimlayalim. Dikkat edilirse f = || dir.

Boylece yukaridaki esitlikler gbz dnunde bulundurulursa tim donustmler
yarigrubunun doguray kiimesini veren yarigrup teoride iyi bilinen asagidaki teorem,

ispatsiz olarak verilmistir.

Teorem 3.1.12. T, =(a,b,g) dir.
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3.2.Kismi Dontstmler Yarigrubu

Tamim 321 al B, olsun Her xi Xigin |a(x)|£1 kosulunu saglayan a

dontsimiine kismi doniistim denir.

TUm kismu déntsimlerin kiimesi bileske islemi ile bir yarigrup olup tim
kismi donustmler yarigrubu denir ve PT, ile gosterilir. X =X, :{L 2,...,n} sonlu
kiimesi igin tim kismi dontsumler yarigrubu PT_ ile gosterilir. Dikkat edilecek

olursa X =X, ={12,...,n} ise
|PT,|=(n+1)"

dir.

Onerme3.2.2.f,c1 P, igin
(i) dom(f oc)=[inf Cdomc]f *
(i) im(f oc) =[inf Cdomc]c

dir.

Ispat:
(i) xI dom(f oc)U $yl X icin (x,y)1 foc

()

$z1 X icin (x,2)1 f ve(zy)l c
U zl inf Cdomc ve & "' =xolur.x] # !
O xI [inf Cc]f
oldugundan esitlik elde edilir.
(i) xI im(foc) O $yl X icin (y,x)T foc

U $zi X icin (y,2)T f ve(zx)T ¢
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U zl inf Cdomec ve xI zc
O xI [inf Cdomc]c
oldugundan esitlik elde edilir. ]

Ornek 323 n=1, n=2 ve n=3 igin PT, asagidaki gibidir.

{]} 1880 ad ol

olup PT, _'81,38 %

n=1ise X =

n=2ise X, ={12} olup

ilad 2088 20 20ad 20ad 2088 20ad 2088 20ad 200

ToIE 58 % 5% % % 4% 154 1% 2
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n=3ise X,={123

olup
ilaed 2 30a 2 306ad 2 304 2 30ad 2 304 2 3ou
Ig & - -F& - 48 - & - B &
'aé 2 30ad 2 3vad 2 36ad 2 3648 2 3pad 2 30 .'.
Ig & - 15& - 25& - 358 1 -58 2 '(T)’:::
2 36 2 36 2 36ad 2 36 2 36 2 36 ;
'81 3 -5&2 1 -5& 2 -5& 3 -4&8 1 -5B 2 -4 |
ied 2 368 2 308 2 308 2 364 2 3 2 30 :
'83 3 -8l - 158 - 258 - 3582 - 158 - 25 |
2 3688 2 364 2 364 2 36ad 2 36ad 2 36 |
.82 S 3g®B - 158 - 258 - 35 1 15E 1 25
PT3=%ad 2 30ad 2 36ad 2 30ad 2 30ad 2 3vad 2 30 i
L& 1 35& 2 158 2 258 2 35§ 3 15% 3 25 1
.:.ael 2 36 2 30 2 3048 2 36ad 2 30a 2 30 :
& 3 38 1 1,8 1 258 1 3,82 1 158 1 25 i
jed 2 30 2 364 2 30 2 368 2 304 2 36 |
j:jgz 1 358 1 1,8 1 258 1 3;8 2 1,8 2 25 |
i 2 30ad 2 30ad 2 30ad 2 30ad 2 30 2 35 |
L&l 2 3582 2 1582 2 2562 2 356 2 158 2 25 |
.:.ael 2 308 2 364 2 304 2 36a 2 3064 2 30 :
i€ 2 358 3 158 3 25& 3 35& 3 1562 3 25 |
idd 2 36 2 300 2 36 2 36 :
&2 3 353 3 1583 3 25 3 3y b
dir.
a,b,g,d1 PT elemanlarin
x=1lise a 2 3 L no

=(12), b=(12Ln) g _||12|| Iy xlllseved S 23 L nl
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olarak alalim. X nin her Y alt kimesi icin d, =1, , olarak tammlayalim. Dikkat

edilirsed =d, =1, , dir.

n'{]}
i=2,3K,nicin

(Li)d(1i)=d,

~

d, =Qd;,

iy
esitlikleri saglamr. Herhangi bir f1 PT  elemaim alalim. fA:Xn® X,

déndstimint

olarak tammlayalim. Dikkat edilirse Y = X - donf olmak Uzere
f=df
dir.
Boylece yukaridaki esitlikler gdz o©nunde bulundurulursa tim kismi
donisumler yarigrubunun doguray kimesini veren yarigrup teoride iyi bilinen

asagidaki teorem, ispatsiz olarak verilmistir.

Teorem 3.2.4. PT, =(a,b,g,d) dir.
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4. Nilpotent Dénustmlerin Dogurdugu Yarigruplar

Howie 1966 da tim donUsumler yarigrubunun idempotentler tarafindan
dogurulan alt yarigruplarint incelemistir. Bu ¢alismasi daha sonra 1970 ve 1972
de Evseev ve Podran tarafindan kismi dontsumler yarigrubuna genisletilmistir.
Daha sonraki yillardaise bu sonuglar farkl: yonlerde genellestirildi. Ornegin 1967
de Erdos idempotent matrislerin garpimini incelemistir.

Bu bdlimde gerek tim donUstmler yarigrubunda gerek kismi dénustimler
yangrubunda sonlu X, ={1,2,K,n} ile ilgilenecegiz ve bu durumda tim
dontsimler yarigrubunu T, ve kismi dontsumler yarigrubunu da PT.  ile
gosterecegiz. T. ve PT nin ozellikleri temel tanim ve teoremler boliminde
verilmistir.

Dikkat edilecek olursa PT_ yarigrubu sifir eleman

ad 2 L no
On: -
.

0, elemanmina sahiptir. PT  yarigrubu sifir elemana sahip oldugundan, PT,
nilpotent eleman igerir. Boylece PT. nin tim nilpotent elemanlarinin dogurdugu

alt yarigrubunu bulma problemini ortaya koyabiliriz.Bu problem ilk olarak 1972
yilinda Schwarz tarafindan ortaya konulan bir problemden dogmustur.

BAlum 2 ve B6lim 3 de bahsedilen terminoloji Howie tarafindan 1995
yazilan “Fundamentals of semigroup theory” adl1 kitaptan ve Sullivan’in 1975 de
tamamlanan “Automorphism of transformation semigroup” baslikli doktora

tezinden alinmustr.

X, ={12,K,n}, doma i X, veima i X, olmak iizere, PT, nin

a :doma ® im
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seklindeki tiim déniisiimleri igerdigini biliyoruz. Ayricaa,b1 PT icin

domab =(ima C domb)a ™

imab =(ima G domb)b

dir. Eger ima C domb =/ ise

Yani PT. nin sifir elemant olan bos donisumdir. Regller yarigrup tanimi
hatirlanacak olursa T. ve PT_ birer reguler yarigruptur. X, :{L 2,K,n} olmak

Uzere T. ve PT. nin eleman sayilar

Tn

=n" ve |PT,|=(n+1)"

oldugunu biliyoruz.

Son bolumde X, ={1,2,K,n} sonlu bir kiime olmak tizere PT, nin tim
nilpotent elemanlarimin dogurdugu, PT  nin alt yarigrubunu bulacagiz. Bu alt

yarigrup X, nin Gift veyatek eleman igeriyor olusuna baglidir.

0,1 al PT, elemamin genel olarak

LA A L AS
Sa, a, L ag

Q- O

olarak yazacagiz. Dikkat edilirse
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ima ={aq :1£i £1}

dona:UA

seklindedir. Her bir 1£i £1 igin
A=aa
dir. Ornegin a1 PT, elemanini

& 23456789 108

a= +
€2 213- - 126 3L
olarak alalim.
A={37,a=1
A={128,a=2
A={410,3,=3
A ={%},a,=6
olup
ima ={1,2,3,6}
doma =J A, ={1,2,3,4,7,8,9,10}
seklindedir.

Tamm 4.1. al PT, igin a™1 0, ve a™=0, olacak sekilde m3 1 varsa a

nilpotent eleman ve m ye de a ninindeksi denir.
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Tamm 42, al PT, icin |X,-ima| sayisna a min noksanligi (defect)

| X, - doma| sayisinaa min agiklig: (gap) denir ve

defa =|X, - ima|

gapa =|X, - dona|
seklinde yazilr.

Dikkat edilirse al T, 1 PT ise T, kapaliolup her ki Z* igina*1 T, ve
0,1 T, olup her k1 Z* icin a*t 0, dir. Yani T, de nilpotent eleman bulunmaz.
PT, nin nilpotent elemanlar1 PT,_ - T, kiimesine aittir. Béylece a1 PT, nilpotent

iseal PT - T olupa ninnoksanlig: ve agikhigi sifirdan farkli yani

defa =|X, - ima|? 0
gapa =|X, - dome|* O
drr.
Ayricaher a,bT PT icin

domab | doma
imab | imb
Oldugundan, sonlu tane nilpotent elemamin ¢arpimida sifirdan farkli noksanlik ve
acikliga sahiptir.
L, ile PT_ nin tum nilpotent elemanlar: tarafindan dogurulan, PT, nin alt

yarigrubu gosterelim.

Oncelikle X, sonlu ve n cift say1 ise gapa * Oolacak sekildeki her

al PT nin nilpotent demanlarin bir carpimi olarak yazilabildigi yani bu
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elemanlarin L, ye ait oldugu gosterilmistir. Bunu gostermek icin bazi ekstra

tanimlamalara daha ihtiyacimiz vardr.

Tanim 4.3. a,a,,K,a,,, hepsi farkli olmak tizere doma ={a,,a,,K,a,} ve
L@ 8 K
g2, a, K

isesa yak- zincir, a,3a,,K,a, hepsi farkli olmak tzere dona ={a,,a, K,a,}

ve

_a a8, K 306
a= :
S8, a, K a

Q- O

isea ya k- devir denir ve k- zincir ve k- devir sirasiyla
a8, K,a.] ve (a,a,Ka)
seklinde yazilir. Genelligi kaybetmeksizin bu notasyonlari sirasiyla

[L2K k+1] ve (12K k)
biciminde yazacagiz. k- zincir ve k- devir in her ikisinde de dikkat edilirse
|irra|:k chr.

I, ile X, tzerindeki tum birebir kismi dontsumlerin kiimesini gosterelim.

Ornek 4.4. a doniistimii
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A 2345678 9
8T 3. . 6. 54 -3

olarak alinrsaa 1-1oldugundan al |, dir. Dikkat edilecek olursa
doma ={1,2,5,7,8 ,ima ={2,3,4,5,6}
olup |dora | =|ima| dir.
Teorem 4.5. al |, olmasi icin gerek ve yeter kosul |doma|=|ima| olmasidir.

ispat: (P )al I, olmasi durumundaa 1-1oldugundan |dona|=|ima| oldugu
aciktr.

(U)a doniistmiiigin |dorma | =|ima|=m olsun. a® b ve a,bl doma igin
aa ! ba olur. Aksi halde aa =ba olsa |ima|=m- 1 olurdu. O halde a 1-1olup

al I_dir. .
Tanim 4.6. a,b1 | elemanlariigin
(dore Eima ) G (domb Eimb) =
Isea ve b yaayr:k denir.
Ornek 4.7.a,bl | elemanlar

aé_234567890vbaél_234567890
4T 13- - . 8. -3 &- - 6 45 - - 9,
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olmak tizere ima ={1,2,3,8, doma ={1,2,3 7}, imb ={4,5,6,9},

domb ={4,5,6,9 dir. Boylece

(dore Eima ) G (domb Eimb ) =/
olupa ve b ayriktir.
Ornek 4.8.a,bl I elemanlar

L@ 2345678 23456780
23 -1-- - -3 & - - -78- -5

olmak tizere ima ={1,2,3 , doma ={1,2,4 , imb ={7,8}, domb ={5,6} dir.

Boylece
(dore Eima ) G (domb Eimb ) =/

olupa ve b ayriktir.
a={(12).(23)(4D}1 X, X,

b={(57).(68)}1 X," X,

olarak diisiinebiliriz. Boylece a,b1 | elemanlariayrikissa ve b y1 X~ X in

alt kiimesi olarak dustindiigiimiizde a E b da |, nin elemani olur.

n=1ven=2i¢in PT ve L asagidaki gibidir.
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1080 a4 6l 1ad dl

n=1ise X, ={1 qupPT—|81‘Z‘gEP}!veL1 0} = .g %dir'

~

|
n=2ise X, ={12} olup
PT, laed 20 204 20ad 20ad 208 208 208 2024 200
=i
& g8l -g&2 -g& 1g& 258 258 158 1582 2%
L lad 2028 204 20 20ad 200
=i
& g8 -5 -F& 15& 2%
dir.

Boylece bundan sonra X, yi sonlu ve n3 3 kabul edebiliriz.

Lemma4.9. |ima|=r £n- 1 olmak tizere I, nin herhangi bir idempotent eleman: a ,

O:

a o

w3 K
S8 a, K a;

Q I

seklindedir.

Ispat: |ima|=r £n-1vea doniisimii 1-1 oldugundan |doma|=|ima|=r dir.
doma ={a,,a,,K,a} olsun,
a ! a, olmak lizere a,a, T doma alalim. a idempotent oldugundan

a ¥.3® a, 343® a,
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olur ki bu durum a nin 1-1 olusu ile gelisir. O halde a 1 |, elemar idempotent ve

doma ={a,a,,K,a} ise

@ a K g
a=
€ a, K a

Q- O

seklindedir. Yani a |, , doma tizerinde birim doniistimdir. n

Lemma4.10. |ime|=r £n- 1 olmak tizere |, nin herhangi bir idempotent eleman

a , uzunlugu r olaniki zincirin ¢arpim olarak yazilabilir.

Ispat: |ima|=r £n-1vea doniisimii 1-1 oldugundan |dorma|=|ima|=r dir.
al I, eleman idempotent ve doma ={a,,a,,K,a} ise

L@ Koao
€8 a, K ag

Seklinde oldugunu yukaridaki teoremden dolay1 biliyoruz. r £n- 1 olup bl X
vardir Oyleki

bi doma ={a,a,K,a}

dir. Yani a min agikhigi sifirdan farkli ve b1 gapa olur. Boylece a

a8y

L@ & K oao_ L as@ & a, K a a0
S8 a, K agy &

bpa a., a, K & ag

a=[a,a,K a.,a,b[ba,a,K a,a,a]
Seklinde iki k- zincirin carpimi olarak yazilabilir. [
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Tanim 4.11. a bir k- zincir ve bir idempotentin ayrik birlesimi ise af I
elemanina genisletilmis k- zincir ( extended k- chain) denir. Buradaki idempotent
bos donustim O, de olabilir.

Dikkat edilirse daha 6nce a yi1 X.” X, nin bir alt kimesi olarak

diusunebilecegimizden a nin bir k- zincir ve bir idempotentin ayrik birlesim olarak
ifade etmemiz anlamlidr.

Ornek 4.12. azz 2 39 olmek iizere a ={(11),(23)}1 X,” X, olarak
"o

dustinebiliriz. Boylece

ad 2 30

2 30
olacak sekilde alzg 3 2 0

==[2,3] 1- zinciri ve a,= - idempotenti
o’ - g

olup a genisletilmis 1- zincirdir. a mn bir 1- zincir ve bir idempotentin ayrik

birlesimolarek a =a,a, ={(2,3)} E{(L1)} seklinde ifade edebiliriz.

@ 2 35_ad 2 36 2 36_
RIS TIPS b

olup b genisletilmis 2- zincirdir.

Lemma 4.13. ime|=r £n- 1 olmak iizere her al | eleman, imajinda r eleman

olan genisletilmis 1- zincirlerin garpim olarak yazilabilir.
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ispat: [ima|=r£n-1 ve all, olsun. a donistmi 1-1 oldugundan

|doma| =|ima|=r dir.
|. Durum:Kabul edelim ki a uzunlugu r olan bir zincir
a=[L2K,r,r+]]
olsun.
r =1 iseispat agik.

r =2 olsun.

ad 2 30 & 2 364 2 30

3 -5 % 3 -3% - 3

[L23)=[2.91.2

olduguna dikkat edilirse imaj1 r olan genisletilmis 2-zincir, imaji r olan iki tane

genisletilmis 1-zincirin carpimu olarek yazilabilir. (Burada [2,3] ={(2.3)} E{(11)},

[12]={(1.2} E{(33)} olarek alrsa [2.3 ve[12] nin genisletilmis 1-zincir
oldugu agiktir.)
k22 olmak Uzere r =2k olsun. Y(i)=(doma Eima)-{r- 2i- 1r- 2i,r- 2i +1}

olmak Uzere her bir i =0,1,2,K,k- 1 i¢in
I, =[r-2i-1r-2i,r- 2i+1]E1,,
olarak alinirsa
a=l,,LI,,
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oldugu gorulur. Dikkat edilirse burada her bir i =0,1,2,K,k- 1 i¢in |, genisletilmis

2- zincirdir. O halde a y1 genisletilmis 2- zincirlerin bir carpimi olarak yazmis
olduk. r=2 durumundan dolay1 genisletilmis 2- zincirlerin genisletilmis
1- zincirlerin carpimu olarak yazilabildigini biliyoruz.

r=2k+1 k3 1 olsun.

2 345K 15
a= +=[1,2,34,K,r,r+1]
€2 3 45 6 K r+lg

@ 234K r r+lsd 2 3 4 K r r+lp
"€ 03 45 K+l - g2 - 34 K r or+l

=[234K,r,r+1[12]1,, .

:a1a2]{3,4,...,r,r+]}

seklinde yazilabilir. Burada a,a,a, yazilrken X  geriye kalan yazilmayan

elemanlar1 domain kiimesine ait olmayan elemanlardir. Dikkat edilirse a, imaj:
r-1=2k olan 2k - zincir ve yukaridaki durumayani r - 1=2k c¢ift olma durumuna
doner bdylece a, genisletiimis 1- zincirlerin carpimi olarak yazilabilir. a, zaten
genisletilmis 1- zincir olup o halde r =2k +1, k3 1 durumunda da a genisletilmis
1- zincirlerin carpimu olarak yazilabildigini gostermis olduk.

Daha da 6tesi kag tane genisletilmis 1- zincirin ¢carpimi olarak yazildigim da
gbgtermis olduk. Yani imajinin eleman sayisi Gift sayr olan zincirleri, ¢ift sayida
genisletilmis 1- zincirin carpimi, imajinin eleman sayisi tek say1 olan zincirleri, tek
sayida genisletilmis 1- zincirin carpimi olarak yazildigini gostermis olduk.
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1. Durum:Kabul edelimki a bir devir
a=(a,a,...a)l

seklinde bir devir olsun. Burada V, X, nin {a,a,,..,a} den ayrk bir alt
kimesidir.
s=1 ise a=1, olup a idempotenttir. Lemma 4.10 dan dolay:

idempotentleri r - zincirlerin garpimu olarak yazip, yukaridaki |. Durumu kullanarak
I - zincirleri genisletilmis 1- zincirin carpimu  olarak yazabilecegimizden bu
durumda istenilen ispatlanmus olur.

s32isei=23..5sicn

z(i)=VE({a,..a}-{a})
o :(31131)Elz(i)
olmak Uzere

a=p,p;.pg

dir. xI doma secelimve

o @ a0 o acm xd
'T& ag & Xpa ag

(a.3)=[a,a,x][xa]

olup i=23,...,s icin p,, 2- devirleri bir2- zincir ve bir genisletiimis 1- zincirin
carpim  olarak yazilabilir. 2- zincirlerin |. Durumdan dolayr genisletilmis

1- zincirin garpimu olarak yazildigim biliyoruz. Boylece i=2,3,...,s i¢in p, ler
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genisletilmis 1- zincirin ¢arpimu olarak yazilabilir. Ohalde a =pp,..p, oldugundan
a genisletilmis 1- zincirin carpim olarak yazilabilir.
Simdi ispati tamamlamak icin [ima|=r £n-1 olmak tizere herhangi bir

al | elemamm alahm. a nin ayrk devirler g (LEi£s) ve zincirler of

n

(s+1£ j £1) lerin garpim olarak

a= glgz " 'gsgs+lgs+2 " gt

seklinde yazilabilecegini biliyoruz.( buradaki bazi carpanlar idempotent olabilir,
onlarda imajinda leleman olan 1-devir olarak duslnebiliriz.)Buradaki zincirlerin

sayist defa kadardir. p =g,9,..9, olmak tzere k =1,2,...,s i¢in

Z(k) = doma - dong,

k=s+1s+2..,t icin
Z(k) =donp Eim(g,,,Eg..,E..Eg,,)E dom(g,,,E9,,,E..EQ,)

olarak tammlayalim.
k=12,..,ticin

b, =g, E 1,0
olarak alalim. Dikkat edilirse b, larinimajinda r eleman vardir. Bdylece

a=Db,ob,olob,
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seklindedir. Buradaki b, lar ya idempotent ya devir yada zincir olup Lemma 1 ve

yukaridaki |.durum ve II. durumdan dolay: her biri genisletilmis 1- zincirin carpim

olarak yazilabilir oldugundan istenilen ispatlanms olur. [

Ornek 4.14. a1 1, eleman asagidaki gibi olsun.

,.® 2345678 91011 12 13 140
S 01 2 P

2 3658110 - - 13 - -g
olmak Uizere
a=l1,l,4:=(12)(34)(56)[7.811][9,10][12,13]

elde edilir. Buradaki ilk U¢ carpan devir digerleri zincirdir. Yukaridaki ispattaki
tammlamalar  dikkate alinrsa  istenilen  kimeler  asagidaki  gibidir.

doma ={1,2,3,4,5,6,7,8,9,1% vep =1l ,l,=(12)(34)(5,6) olup

donp :{L 2,3,4,5, 6}
dir.

Z(1) = doma - domg, ={3,4,5,6,7,8,9,12}
Z(2) = dona - domg, ={1,2,5,6,7,8,9,12}
Z(3) =doma - dong, ={1,2,3,4,7,8,9,12}
Z(4) = donp E AE dom(g, E g;) ={1,2,3/4,5,6,9,12}
Z(5) = donp E img, E domg, ={1,2,3,4,5,6,8,11,12}

Z(6) =donp Eim(g, Eg;) E £={1,2,3,4,5,6,8,10,11}

43



4.NILPOTENT DONUSUMLERIN DOGURDUGU YARIGRUPLAR EsraOnder

26
elde edilir.  Bileske isleminde drnegin 1, = zz donUstmand
2

1,, ={(12).(22)} i {1.2}" {12} olarak diisinecegiz. Boylece

b =0, E 12(1) {(:L 2) (2’1)} E 1{3,4,5,6,7,8,9,12}

d 2 3 456 7 89 10 11 12 13 146

b, =
"§2 13456789 - - 12 - -4
b, _nglz(z) {(3 4) (4’3)}E]'{l,2,5,6,7,8,9,12}
b_é2345678910111213146
>"8 24356789 - - 12 - -4
b _gs Z(3) {(5 6) (6’7)}E]'{l,2,3,4,7,8,9,12}
bé2345678910111213140
€9 23465789 - - 12 - -4
b —g4Elz(4) {(7 8) (8’11)}E]'{l,2,3,4,5,6,9,12}
b_é2345678910111213146
‘"8 234568119 - - 12 - -4
b, _95 1, {(9 10)}E]'{l,2,3,4,5,6,8,11,12}
b_é2345678910111213146
"8 23456 - 81 - 1112 - -4
b _ge 1,6 {(12 13)}E1{12345681011}
b_é2345678910111213146
&% 23456 - 8- 101113 - -5
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elde edilir. Boylece
a=b,0b,0b,0b,0b 0b,

seklinde yazilip her bir carpan da genisletilmis 1- zincirlerin garpimi olarak
yazilabilir.

Onerme4.15. al PT, elemaninin agiklig1 (gap) sifirdan farkl: bir idempotent

olmasi igin gerek ve yeter kosul i =1,2,...,r icin a1 A olmak Uzere

LA A K A
€, a, K a

Q-0

seklinde olmasidir.

ispat: (U)i=12,..,r icinal A olmak iizere

I-O

LA A K A
€, a, K a

Q

seklindeise a® =a oldugu agiktir.

(P) aTl PT, elemarinin agikhig: (gap) sifirdan farkli bir idempotent olsun. a1 PT,
A A K AD

nin herhangi bir eleman a :g K - seklinde oldugunu biliyoruz.
X% X g

a idempotent olup her x1 A (LEi£r1) igin xa =xa? dir.xa =x, (LEi£1) ve

xa=xa’p x=(xa)ab x=xa
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olup x T A (1Ei £1) elde edilir ve istenilen ispatlanmis olur. n

Onerme4.16. al PT, eleman, agikhig1 (gap) sifirdan farkls bir r - zincir ise a

indeksi r olan bir nilpotent elemandir.

ispat: al PT, eleman agiklig: (gap) sifirdan farkli bir 1 - zincir olsun. Genelligi

bozmaksizin
a=[123..rr+]]

seklinde bir r - zincir alalim. Bunun anlaminin

a8 23K o+l X,-{12...,r,;r+16
© 34K r+1 - - o
dir. Dikkat edilirse @’ =0, olup a , indeksi r olan bir nilpotent elemandir. ]

Onerme 4.17. al PT, elemam agiklig1 (gap) sifirdan farkl bir idempotent ise
al L, dir.

Ispat: L nin PT_ deki tim nilpotent elemanlarin dogurdugu PT. nin alt yarigrubu
oldugunu hatirlayalim. a1 PT_ eeman agiklig (gap) sifirdan farkl: bir idempotent
olsun. i =1,2,...r icin al A olmak lizere

LA A K A
€, a, K a

Q-0
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seklinde oldugunu Onerme 4.15 den dolay1 biliyoruz. Ayricaal PT, eleman
aciklig1 (gap) sifirdan farklh bir idempotent olup bl doma = A ELLE A olacak
sekilde bl X vardir.

al L, oldugunu gdstermek icin a rin PT_ deki nilpotent elemanlarin

carpimi olarak yazildigini gostermek yeterli olacaktir.
i=12..ricinal A vebl doma =AELEA olmak lizere

L= A K Ao A A K A, Ale, 3 K a D9
§a a3, K ay &, a K a bga a K a, ag

olarak yazabiliriz.

a min yukaridaki yazilisinda her bir carpan nilpotent olup a1 L, . ]

Lemma4.18. al PT, eleman: agiklig: (gap) sifirdan farkli ve fima|£n- 2 ise

al L, dir.

ispat: al PT, eleman agiklig (gap) sifirdan farkli herhangi bir idempotent ise
al L, oldugunu Onerme 4.17. den dolay: biliyoruz. Herhangi bir a1 PT_ eleman:

aciklig1 (gap) sifirdan farkli ve |ima | £n- 2 elemanini

_a A K AG
gszx

&IO

olarak alabiliriz. i =1,2,...,r icin a1 A olmak Uzere

K 0
* +=aa,
K Xg

r\?)

@A A K Ao_
&%, K x

X

&A A K AS
€ a, K a

Q- O

- O
33§
N><
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& A AEbir idempotent olup Onerme 4.17. den
§a a, K ag

dolay: nilpotent elemanlarin garpimi olarak yazabiliriz ve bunun

olarak yazabiliriz. a, =

icinbl doma = AELE A elemannaihtiyag vardir. Ayni zamanda
bl X, - doma dr.
Simdi a, yi nilpotent elemanlarin carpimi olarak yazmaya galisalim. Bunun

icinonce a, vi

L@ 2 K ao

278 % K %
_®@ a a L 3, 30m 3 a L a, as @ a a L a, 30
€ a a Ka, aga % a Ka, ag é & a K a, Xg

olarak alalim. |ima|£n- 2 olup X, - doma enaz iki eleman vardir. Asagidaki tim
harf birbirinden farkli olmak Uzere a, deki her bir carpam asagidaki gibi iki
nilpotentlerin carpimi olarak yazabiliriz. cl X, - doma olmak Uzere, genelligi

bozmaksizin, a, deki ilk carpan

1

, a6, a a L a, co
C

aTzﬁi L & -
&y & K a cgx & a K a, ag

0 a,
7] =

L P

a, 3 L a.
a, & K a.

X8

1

seklinde nilpotentlerin carpimi olarak yazilir. BOylece a, deki her bir carpan
nilpotentlerin carpimi olarak yazilmis olup a, nilpotentlerin carpimi olarak
yazabiliriz. O halde a, ve a, nilpotentlerin ¢arpimi olarak yazilabiliyor olup
a =aa, da nilpotentlerin ¢arpimi olarak yazilir. Dikkat edilirse tim bunlart

yaparken en az iki tane b,cl X_ - doma eemanlarini kullandigimizdan
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ima|£n-2 olmas: gereklidir.
|
Lemma 4.19. Eger n® 4 ve cift ise |ima|=n- 1 olan herhangi bir al I, eleman

uzunlugu n- 1 olan G¢ zincirin garpim olarak yazilabilir.

Ispat: |ima|=n-1 olan herhangi bir a1 I alahm. |ima|=n-1 ve Lemma 4.13

den dolay1 a y1 genisletilmis 1- zincir olarak yazabiliriz. genisletilmis 1- zincirlerin
tamminin 1- zincir ve idempotentin ayrik birlesimi oldugunu hatirlayalim.

lima | =n- 1 olan genisletilmis 1- zincir a y1, genelligi bozmaksizin

olarak alabiliriz.
Boylece n+1=2 olduguna dikkat edilerek

a_aé.34Knb'_aé34Kn-1nb'a§45K n 26
T2 34 K ny 845K n 2 34 K n-1 ng

Bop® 45 K N0 1 345..n-1n7]

4 =80 a8 45K n 26
T2y &3 4 5 K ny

€2 3 4 K n-1 ny
seklinde yazabiliriz. BOylece a y1 uzunlugu n- 1 olan zincir
a, =[134,5,..,n-1n,2]

ve bir devir a, nin
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L ® 45K n 2
"% 3 4 K n-1 ng

carpimi olarak yazabildik.
Buradaki a, devirini asagidaki gibi uzunlugu n- 1 olan iki zincirin ¢arpim:
olarak yazarak a yi uzunlugu n- 1 olan Ug zincirin ¢arpim olarak yazabilecegimizi

gbstermis oluruz.

@8 45 K n 203:;1_23Kn2n10
7€ 2 3 K n-2n18 34K nl ng

a,=[nn-2n-4,.642n-1n-3..531[1234,..,n- 2,n- 1n|

alarak istenilen ispatlanmis olur. ]

Teorem 4.20. n ¢ift say1 olsun.

al L, dir.U a mnagkhg (gap) sifirdan farklidir.

Ispat: n cift say1 olsun.
(P) aTl L, olsun Bunun anlam: a nilpotent elemanlarin garpimt olarak
yazilabiliyor oldugundan a1 PT - T olup a min agiklig (gap) sifirdan farklidir.
(U) a min agiklig: (gap) sifirdan farkli olsun. xi doma olacak sekilde en az
bir xI X, vardir. O halde |doma| £n- 1 olup |ima | £ n- 1 dir.
lima|£n- 2iseal L, oldugunu Lemma4.18 den dolay: biliyoruz.
ima|=n-1 ise al I olup Lemma 4.19 dan dolay: al L, oldugunu

biliyoruz. -
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Boylece n ¢ift say1 olmast durumunda L, alt yarigrubundaki elemanlarin

yapisint belirledik.
n nin tek say1 olmast durumunda benzer teoremi ifade etmeden 6nce
teoremin ispati icin gerekli olan bazi 6nemli sonuclar: verelim.

Tamm 4.21. a uzunlugu r olan bir zincir

a =[a,8,K,a.,]

ise & ea mn baslangig (initial) noktasi, a.,, e a nin bitis (terminal) noktas
diyecegiz ve a nin baslangic noktas: a, yerine &, ile gosterecesiz. al PT, de &

seklinde bir sembol var ise a y1 bir zincir olarak anlayacagiz.
Tanim 4.22. a,b1 | ayrik olsunlar.
aEb=1om
olacak sekilde | ,m zincirleri varsa a,b yabirlestirilebilir (welded) denir.

S, ile X, Gzerindeki birebir drten ttim dontstmlerin kimesini yani simetrik
grubu gostermistik. S, deki ¢ift devirin tammunt hatirlayalim. Her bir devir

transpozisyonlarin ¢arpimi olarak yazilir. Eger cift sayida transpozisyonun garpimi
olarak yaziliyorsa o devire cift devir denir. Ornegin

f =(12.345)=(12)(13)(L4) (1)

olup f bir cift devirdir. Dikkat edilirse f cift devirinde 5 tane yani tek sayida

eleman gorultyor.
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Lemma4.23.(lemmab) Eger ima|£n-1 al I vea cift devirlerin ayrik bir

birlesimi ise a y1, imajindaki eleman saysist a ile aym olan iki zincirin garpimi
olarak yazabiliriz.

Ispat: r+s£n-1,(r,ssonlu) r =3,5,..., s=3,5,... olmak lizere
p,=(a,a,K,a) vep,=(b,b,K,b,) iki ayrik cift devir ve a =p, Ep, olsun.

lima|=r+s£n-1olup zl {a,a,K,a,b,b,K,b} secebiliriz. | ve myi

 -® 3 a K a b b b Kb, b
@z a a3 Ka, a b b Kb, b,g
m:ﬁ al a2 K aT-l aT bl b2 K sz bs-llg
€2, a a, K a b b b K b by

olarak tammlayalim.
| =g.b.,b., K.b.bb.3.08,K.a2,.3,a,72]

m=[2a,a,K,a_;,8,3,K,a,b,b, K b, ;,b,b,K,b ,,b]

olup | ve m, (r+s)- zincirdir. Ustelik

I Om:plEpZ :(a11a21K1aT)E (bl’bZ’K’bS)

olup a , iki tane cift devirin ayrik birlesimi olmasi durumunda istenilen ispatlanmis
olur.

Genel olarak fima|£n-1 al I olmak Uzere a =p, Ep,ELEp, seklinde

k tane Gift devirin ayrik bir birlesimi olsun. zI doma segerek birlestirme islemine
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p, vep, ye uygulayarak baslayalim. p, vep, yi birlestirmek icin yaptiklarimizi
p,Ep, ile p, U birlestirmek icgin yaparak devam edelim. Bunu yaparken herbir

zincire bir sonraki deviri birlestirirken zincirlerin baglangic ve bitis noktalarina

dikkat edelim. Birinci zincir | nin baslangic noktasi ve ikinci zincir m nin bitis
noktasi son eklenen devirin bitis noktasidir. Birinci zincir | mn bitis noktas: ve
ikinci zincir m niin baslangig noktas: zI doma dir. m

Bu lemmay1 bir 6rnekle agiklayalim.

Ornek 4.24. al | elemanmn

3456 7 8 9 10 11 12 13 144
4275610 11 1 13 - 9 -4

2
a=
&8 3
olarak alalim.

a=p,Ep,Ep,Ep,=(234)E(57,6)E(1810)E (11,139)

4 tane ¢ift devirin ayrik birlesimi olarak yazilir. Ayrica dikkat edilirse ||rra| =12 dir.

Y ukaridaki lemmanin ispatina paralel olarak p, vep, birlestirelim.

-=[6,7,5,4,3,2,12]

& 3 45 7 60
2 2 3 45 Tg4

5
mzaafE 2 345 7i=[12,3,2,4,7,5,6]
3 4 2 7 6 55

6- zincirleri olmak Uzere
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| om=p, Ep,

Elde edilir. p, =(18,10) deviri p, Ep, yebirlestirilirse | ve m niin yeni hali

| =[10,81,6,7,5,4,3, 2,12

m=[12,3,2,4,7,5,6,8,1,10]

Seklinde elde edilir. Benzer sekilde p,=(11,13,9) deviri p,Ep,Ep, ye

birlestirilirse | ve m

| =[9,1311,10,8,1,6,7,5,4,3,2,12)

m=[12,3,2,4,7,5,6,8,1,10,13,11,9]
12- zincirleri elde edilir. Boylece
a=p,Ep,Ep,Ep,=I om
olup a, imaindaki eleman sayisi ile ayni uzunlukta 2 zincirin garpim olarak

yazilmus olur.

al I elemammn

3456 7 8 9 10 11 12 13 14 15 164
4 2756 10 14 1 13 - 9 15 11 - 4

A 2
a=
&8 3
olarak ve 121 doma alirsak

a=p,Ep,Ep,Ep,=(234)E(57,6)E(1,810)E (11,139,14,15)
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4 tane cift devirin ayrik birlesimi olarak yazilir. Yukaridaki Ornekte sadece
P, =(1113,9,14,15) deviri degismis olur. p, =(1113,9,14,15) deviri p,Ep,Ep,

ye birlestirilirse | ve m

| =[15,14,9,1311,10,8,1,6,7,5,4,3,2,12)

m=§12,3,2,4,7,5,6,8,1,10,1314,11,9,15§

seklinde olduguna ve p, ve m deki alt1 aym gizilen sayilara dikkat edelim.

Lemma4.25. Eger [ima|£n-1 al | vea dereceleri farkien fazla2 olan iki tek

devirin ayrik bir birlesimi ise a yi1, imajindaki eleman sayisi a ile ayni olan iki

zincirin garpimi olarak yazabiliriz.

Ispat: Kabul edelimki (r,s sonlu) r =2,4,..., s=2,4,... r =s olmak lizere
p,=(a,a,K,a) vep,=(b,b,,K,b,) iki ayrik tek devir ve a =p, Ep, olsun.

lima|£n-1olup zl {a,8,K,a,b,b,,K,b} secebiliriz. Budurumdal ve my

 -® a a Ka b b b Kb, bd
€2 b b, Kb g a, a, K a a;
@ b b, Kb baa, Ka ag
€, a, a, Ka a b b Kb hp

olarak tammlayalim. Boylece r =s olmasi durumunda | ve m yi yukaridaki gibi

alarak

| =[b.a.b.a.,.b,8_,.K,a,b.a,7
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m=[2a,b,a,h.,,8,K3a.,,b,3.b,a,b)]

| ve m nin istenilen zincirler oldugu goralar.

r=2,4,...ve s=r+2 olsun. Bu durumda

o
w
.}) N
o &
.
SRR}

QO

olarak tammlayalim. Boylece s=r +2 olmasi durumunda | ve m yu yukaridaki
gibi alarak

I = éAs-S’aZabsabzaa,—_lab5;ar_4,K,b4,a1,28

m:[2,az,bs_z,as,q_s,K,as,bs_s]
| ve m niin istenilen zincirler oldugu goruldr. -

Bu lemmay: bir 6rnekle agiklayalim.

Ornek 4.26. al |, elemanin

,.® 2345678910 1
2345618910 7 -4

olarak alalim.

a =p,Ep, =(7,8910)E(1234,56)
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uzunluklari 4 ve 6 olan 2 tane tek devirin ayrik birlesimi olarak yazilir. Ayrica dikkat
edilirse z=111 ima dir.
Y ukaridaki lemmanin ispatina paralel olarak

Y 8910 1 2 3 4 5 68
=2 0-[38,6,2,9,5110,4,7,11]
€11 6 5 4 10 9 8 7 1 24

@Bl 6 5 410 9 87 1 2
m= +=[11,8,4,7,5,10,2,1,6,9,3]
€8 910 7 2 3 4 5 6 1y

10-zincirleri bulunur.

Sonug 4.27. |ima|£n-1 olan herhangi bir cift permiitasyon imajindaki eleman

sayisi a ile aynmt olan iki zincirin garpimi olarak yazilabilir. Eger a mn ayrik
devirlere parcalanisi bir tek devir iceriyorsa bu tek devir dereceleri farki en fazla 2
olan iki tek devirin carpimu olarak yazilabilir. (yani boylece bir tek devir yerine iki
tane tek devir yazarak a cift permitasyon olur.) [
Sonuctan dolay: her permitasyonu yukaridaki Ozelliklere sahip iki zincirin

carpimi olarak yazabiliriz.

Tanim 4.28. bl | olsun. Eger b asagidaki Uc tipte veya asagidaki (g tipteki
doénisumlerin herhangi bir ayrik birlesimi ise b ya bir gift dontistim denir.
1. by bircift permitasyondur.

2. b, imajindaki eleman say1si Gift olan bir zincirdir.
3. b, tek permitasyon ile imajindatek sayida eleman bulunan zincirin ayrik bir

birlesimidir.

Bu tanimin amact |, deki bostan farkli idempotentleri ¢ift permitasyon olarak

dikkate alacagim vurgulamaktir.
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Lemma 4.29. |ima|=r £n-1 olmak iizere al I bir ¢ift permitasyon ise a ,

imajindaki eleman sayisi I olan ¢ift sayida zincirin ¢arpimi olarak yazilabilir.

Ispat: Yukaridaki sonuctan dolay: yalmizca a min en az iki ayrik tek deviri icerdigi
durumu incelemek yeterli olacaktir.

p,ql Z,r=2p,s=2q olmak iizere kabul edelimki a
(a.a,,K,a) ve (b,b,K,b,)

iki tek devirini igeriyor olsun.

(a.a,K.a)=(a.a,a)(a a.3)(aa.8)(aa)

(b, K, b,) =(by,b;) (b, b;,b, ) (b, by by ) L (b )
olup cift devirler ve iki tane transpozisyon (yani 2 transpozisyon bir ¢ift permitasyon
olur.) a min carpanlar1 arasinda yer alir. Her ikisi de 2 tane zincirin ¢arpimi olarak

yazilabiliyor olup sonugtan dolay: istenilen ispatlanmus olur. [

Lemma 4.30. |ima|=r cift sayr olmak tizere a T | bir zincir ise a , imajindaki

eleman sayisi r olan tam iki zincirin garpimu olarak yazilabilir.
ispat: [ima|=r =2k, (k3 2) olmek Uzereal I,
a=[L2K,rr+]]

zincirini alalim.

1 2 3 L r-1 G
-% Sz[r,r- Lr- 2K,3,2Lr +]]
8r+1 1 2 L r-2 r-1;
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2 r-16
2 A lss K- Lr 124K - 2]
ro r+ly

3

]
DO g
N+
w

olarak alinirsa a =1 m elde edilir.
Lemma 4.31. Eger al | eleman bir tek permiitasyon ve imajindaki eleman say1si
tek olan bir zincirin ayrik bir birlesimi ise her birinin imajindaki eleman sayisi a ile

ayni olan gift sayida zincirlerin garpimi olarak yazabiliriz.

Ispat: p tek permiitasyon ve | imajindaki eleman sayisi tek olan bir zincir olmak

Uzere
a=pEl
oldugunu kabul edelim. s ¢ift permitasyon olmak Uizere genelligi bozmaksizin

p=s0(L2)

olsun. Eger p sadece (1,2) yeesit ise s yi1 {12} de birim dénisiim olan bir Gift

permitasyon olarak alabiliriz. Boylece Z = doms - {12} igin

m=(L2)El EL,
Y =doml

olmak Uzere

a=(s EL)om
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dir. a, =(s E1,) aam. s cift permiitasyon olup Lemma4.29 dan dolay1 s y1 Gift
sayida zincirin carpimi olarak yazabiliriz. 1,1 | ve idempotent olup Lemma 4.10
dan dolay1 1, i 2 tane zincirin carpimi olarak yazabiliriz. Boylece a, =(s E1,) cift
say1da zincirin garpimi olarak yazabiliriz. m=(12)E | E1, nincift sayida zincirin
carpimi olarak yazabilecegimizi soylemek yeterli olacaktir. Benzer sekilde Lemma

4.10 dan dolay1 1, yi 2 tane zincirin ¢arpimu olarak yazabiliriz. Sadece 2-devir (L 2)

ile imgjindaki eleman sayisi tek olan bir zincir | mn ayrik birlesiminin iki tane
zincirin carpimi olarak yazilabilecegini gostermek yeterli olacaktir. r3 4 ve cift

olmak Uzere

d 2 3 4L r-16a r-112 0L r-36

(L2)E! TS or-11 2L r-358% 1 45 L 1o

=[r-2r-4K,2r-1r-3K,3%r]o(14,7,K,r-1)(258K,r)[36K,r- 2|

olup her bir carpan cift sayida zincirin ¢arpimi olarak yazilip istenilen ispatlanmis
olur. m

Sonug 4.32. |ima|=r£n-1 olan al I, bir ift donisim ise a her birinin

imajindaki eleman sayisi I ile aym olan ¢ift sayida zincirlerin carpimi olarak
yazabiliriz. m

Eger her bir 1,1,,K,l ler nilpotent ve |irra|:n-1 olmak Uzere
a=ll,Ll, isel,l,,KI 11 vei=12K,r icin |im |=n-1 olup bdylece
herbir | . zincir ve eger tek sayi ise |irri i| cifttir. Simdi yukaridaki sonucun tersini

gosterelim.
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Lemma 4.33. |ima|=n-1 olmak Uzere al I, olsun. a nin cift dontisim olmas

icin gerek ve yeter kosul a nin ¢ift sayida genisletilmis 1-zincirlerin carpim olarak

yazilabiliyor olmasidir.
Ispat: Ispat icin Sullivan’in 1987 deki calismasindaki lemma 10 a bakiniz. [

Teorem 4.34. n tek ve al PT olsun. al L, olmasi icin gerek ve yeter kosul
gapa ! 0 veya|ima|£n- 2 veya a imajindaki eleman sayist n- 1 olan bir gift

doénistim olmasidr.

ispat: al L,, |ima|=n-1 ve n tek ise a mn bir ¢ift donistm oldugunu
gosermek kalmistr. al L olup 1,1,,K,I ler nilpotent olmak (izere
a=I,1,LI, iseherbir |irr1 i| =n- 1 cift olan bir zincirdir. Lemma 4.13 den dolay1

bu zincirler ¢ift sayida genisletilmis 1-zincirlerin ¢arpimi olarak yazabiliriz. Boylece

Lemma4.33 den dolayr a nin bir ¢ift donistim oldugu gosterilmis olur. [
Ornegin n=9
2 3456 7 8 94
a=2 0= (1,23)(45)[6.7.89]
€2 31547809 -4

olarak alinrsa a imajindaki eleman sayist 9- 1 olan bir ¢ift donisim olup a

nilpotent dontstimlerin garpim olarak yazilabilir. Fakat

3456 7 8 95
154689 -;‘(12’3)(4,5)(6)[7,8,9]

olarak alinrsa a imajindaki eleman sayisi 9- 1ve bir ¢ift dontsim olmayip,

nilpotent dontdsiimlerin carpimi olarak yazilamaz.
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