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nPT  ve nT  ile { }1,2, ,nX n= K  sıralı kümesi üzerinde sırasıyla tüm kısmi 

dönüşümler yarıgrubunu ve tüm dönüşümler yarıgrubunu gösterelim. nPT  sıfır 
elemanını içeriyor olup, nPT  nilpotent eleman içerir. nL  ile nPT  nin tüm nilpotent 
elemanları tarafından doğurulan nPT  nin alt yarıgrubunu gösterelim. Bu tezde nPT  
nin nilpotentleri tarafından doğurulan nPT  nin alt yarıgrubunu araştırarak  yapılan 
çalışmaları bir araya topladık. Bunun için iki durumu göz önünde bulunduralım: n  
tek veya çift . Eğer n  çift ise nLα ∈  olması için gerek ve yeter koşul α  nın sıfırdan 
farklı gap  a sahip olmasıdır. Eğer n  tek , nPTα ∈  ise nLα ∈  olması için gerek ve 
yeter koşul 0gapα ≠  veya 2im nα ≤ −  veya α  imajındaki eleman sayısı 1n −  olan 
bir çift dönüşüm olmasıdır. 
 
Anahtar Kelimeler: Kısmi dönüşüm yarıgrubu, nilpotent dönüşüm 
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Let nPT  and nT  denote the semigroups of all partial transformations 

semigroup and of all transformations semigroup on the natural ordered set 
{ }1,2, ,nX n= K , respectively. Since nPT  contains a zero element, nPT  contains a 

nilpotent elements. nL  shall denote the subsemigroup of nPT  contains generated by 
all the nilpotents of nPT . In this thesis, we investigate and collect the study about 
subsemigroup of nPT  which is generated by the nilpotents of nPT . For this purpose 
we consider two cases n  is even or odd. If n  is even then nLα ∈  if and only if α  
has non-zero gap . If n  is odd nPTα ∈  then nLα ∈  if and only if α  has non zero 
gap  and either 2im nα ≤ −  or α  is an even transformation with 1im nα = −  
 
Key Words: Partial transformation semigroup, nilpotent transformation 
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1. GİRİŞ 

 

Herhangi bir X kümesinden yine X kümesine olan tüm dönüşümlerin 

kümesini göz önünde bulunduralım. Bu kümeyi XT  ile gösterelim. XT  kümesi 

dönüşümlerin bileşkesi işlemi ile bir yarıgruptur. Bu yarıgruba tüm dönüşümler 

yarıgrubu denir. Tüm dönüşümler yarıgrubu ile ilgili çalışmalar son elli yılda 

oldukça artmıştır. Bilgisayar bilimindeki gelişmeler bu ilginin artmasına yardımcı 

olmuştur. Bu zamana kadar yapılan çalışmalarda X in hem sonlu hem de sonsuz 

olması durumları göz önünde bulundurulmuştur. Özellikle [Hardy, Wright, 1979] ve 

[Higgins, Howie, Ruskuc 1998] makalelerinde X in hem sonlu hem de sonsuz olması 

durumunda XT  in özellikleri incelenmiş ve çeşitli sonuçlar elde edilmiştir.  

Herhangi bir S yarıgrubu XT  in bir alt yarıgrubuna izomorfik olduğundan 

XT yarıgrubu yarıgrup teoride oldukça önemli bir yer tutmaktadır. Bu sebeple XT  in 

yapısını ve elamanlarının özelliklerini bulmak ve XT   in doğuray kümesini bulmak 

uzun zamandır çalışılmaktadır. Bu çalışmalara örnek olarak [Araujo, Branco, 

Fernandes,Gomes,Ruskuc, 2001], [Ayık,Ayık,Howie,Ünlü,2005], [Ayık, Ruskuc, 

1999], [Fernanedes, 2002], [Ganyushkin,Mazorchuk, preprint] ,[Gomes, Howie, 

1987], [Gomes, Howie, 1992], [Higgins, Howie, Mitchell, Ruskuc, ] , [Higgins, 

Howie, Ruskuc 1998], [Howie,1966] ,[Howie, 1995] ,[Howie, McFadden,1990] 

,[Howie, 1971], [Howie, 1978] [Howie, Ruskuc, 1994] ,[Kearnes,Szendrei, Wood, 

2001] , [Lipscomb, 1996], [Ruskuc, 1998], makalaleri verebiliriz. X={1,2,…,n} in 

sonlu bir küme olması durumunda XT  yarıgrubu kısaca nT  olarak gösterilir ve sonlu 

dönüşümler yarıgrubu denir. nST  ve nS sırasıyla nT nin singüler dönüşümler alt 

yarıgrubunu ve bijektif dönüşümlerinin grubunu göstersin. Klasik sonlu dönüşümler 

yarıgrubu hakkındaki terminolojiyi bir arada bulacağımız kaynaklara örnek olarak 

[Ganyushkin,Mazorchuk, preprint],[Howie,1966], [Lavers,1998] çalışmalarını 

verebiliriz. 

 Howie 1966 da tüm dönüşümler yarıgrubunun idempotentler tarafından 

doğurulan alt yarıgruplarını incelemiştir. Bu çalışması daha sonra 1970 ve 1972 
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de Evseev ve Podran tarafından kısmi dönüşümler yarıgrubuna genişletilmiştir. 

Daha sonra ki yıllarda ise bu sonuçlar farklı yönlerde genelleştirildi. Örneğin 1967 

de Erdös idempotent matrislerin çarpımını incelemiştir. 

  Bu tezde gerek tüm dönüşümler yarıgrubunda gerek kısmi dönüşümler 

yarıgrubunda sonlu { }1,2, ,nX n= K  ile ilgileneceğiz ve bu durumda tüm 

dönüşümler yarıgrubunu nT  ve kısmi dönüşümler yarıgrubunu da nPT  ile  

göstereceğiz. nT  ve nPT  nin özellikleri temel tanım ve teoremler bölümünde 

verilmiştir.  

 Dikkat edilecek olursa nPT  yarıgrubu sıfır eleman 

 

1 2
0n

n 
=  − − − − 

L
 

 

0n  elemanına sahiptir. nPT  yarıgrubu sıfır elemana sahip olduğundan, nPT  

nilpotent eleman içerir. Böylece nPT  nin tüm nilpotent elemanlarının doğurduğu 

alt yarıgrubunu bulma problemini ortaya koyabiliriz. Bu problem ilk olarak 1972  

yılında Schwarz tarafından ortaya konulan bir problemden doğmuştur. 

 Bölüm 2 ve Bölüm 3 de bahsedilen terminoloji Howie tarafından 1995 

yazılan “Fundamentals of semigroup theory” adlı kitaptan  ve Sullivan’ın 1975 de 

tamamlanan “Automorphism of  transformation semigroup” başlıklı doktora 

tezinden alınmıştır. 

 

 { }1,2, ,nX n= K , ndom Xα ⊆  ve nim Xα ⊆  olmak üzere, nPT  nin  

: dom imα α α→  

 

şeklindeki tüm dönüşümleri içerdiğini biliyoruz. Ayrıca , nPTα β ∈  için  
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( ) 1dom im domαβ α β α −= ∩  

( )im im domαβ α β β= ∩  

 

dir. Eğer im domα β∩ = ∅  ise  

 

1 2
0n

n
αβ

 
= = − − − 

L
L  

 

Yani nPT  nin sıfır elemanı olan boş dönüşümdür. Regüler yarıgrup tanımı 

hatırlanacak olursa nT  ve nPT  birer regüler yarıgruptur. { }1,2, ,nX n= K  olmak 

üzere nT  ve nPT  nin eleman sayıları 

 
n

nT n=  ve ( )1 n
nPT n= +  

 

olduğunu biliyoruz.  

 Son bölümde { }1,2, ,nX n= K  sonlu bir küme olmak üzere nPT  nin tüm 

nilpotent elemanlarının doğurduğu, nPT  nin alt yarıgrubunu bulacağız. Bu alt 

yarıgrup nX  nin çift veya tek eleman içeriyor oluşuna bağlıdır.  

 0n nPTα≠ ∈  elemanını genel olarak  

 

1 2

1 2

r

r

A A A
a a a

α
 

=  
 

L
L

 

 

olarak yazacağız. 

 nL  ile nPT  nin tüm nilpotent elemanları tarafından doğurulan nPT  nin alt 

yarıgrubunu gösterelim. Bu tezde nPT  nin nilpotentleri tarafından doğurulan nPT  nin 

alt yarıgrubunu araştırarak  yapılan çalışmaları bir araya topladık. Bunun için iki 



1. GİRİŞ         Esra Önder 

4 

durumu göz önünde bulunduralım: n  tek veya çift . Eğer n  çift ise nLα ∈  olması 

için gerek ve yeter koşul α  nın sıfırdan farklı gap  a sahip olmasıdır. Eğer n   tek, 

nPTα ∈  ise nLα ∈  olması için gerek ve yeter koşul 0gapα ≠  veya 2im nα ≤ −  

veya α  imajındaki eleman sayısı 1n −  olan bir çift dönüşüm olmasıdır. 
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2.Temel Tanımlar ve Teoremler 

 

 Bu bölümde yarıgrup teoriden kullanacağımız temel kavramları vereceğiz. Bu 

temel kavramlara örnek olarak homomorfizm, kongrüans,bölüm yarıgrubu,  bağıntı 

verilebilir. 

 

Tanım 2.1. S  boş olmayan bir küme ve µ  de S S×  den S ’ye bir fonksiyon ise µ  

ye S  üzerinde ikili işlem denir. Bu durumda ( ),S µ  ikilisine de bir grupoid denir. 

 

Tanım 2.2. ( ),S µ  bir grupoid olsun.  Eğer , ,x y z S∀ ∈  için 

 

( )( ) ( )( ), , , ,x y z x y u zµ µ µ=  

 

ise ( ),S µ  ikilisine bir yarıgrup denir. 

 

( ),S µ  bir yarıgrup ise , ,x y z S∀ ∈  için ( ),x y µ  yerine .x y  veya xy  ve; 

( )( ) ( )( ), , , ,x y z x y u zµ µ µ=  yerine de ( ) ( ). . . .x y z x y z=  veya  ( ) ( )x yz xy z=  

yazılır. Bu durumda ( ),S µ  yerine ( ),S g  veya S  yazılır.  

S  bir yarıgrup olsun. O zaman x S∀ ∈  için 
tann e

xxx xL14243  yerine nx  yazılır. 

Ayrıca 1 2, , , nx x x S∈K  için 

 

( ) ( )( )( )1 2 1 2 1, ,i i i n nx x x x x x x+ + −L L   

yerine 

1 2 nx x xL   

yazılır. 
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Tanım 2.3 S bir yarıgrup olsun. Eğer Ss ∈∀  için z s z⋅ = ise Sz ∈  ye bir sol sıfır 

eleman, zzs =⋅ ise Sz ∈  ye bir sağ sıfır eleman denir. Sz ∈  hem sağ sıfır eleman 

hem de sol sıfır eleman ise z ye sıfır eleman denir. 

 

Önerme 2.4. Bir S yarıgrubunun sıfır elemanı varsa tektir. 

 

İspat: 0 ve '0 , S nin iki sıfır elemanı olsun.  
'0 00= ( 0, sıfır eleman olduğundan ) 

' '0 00 0= =  ( '0 , sıfır eleman olduğundan ) 

olup, istenilen ispatlanmış olur. ■  

 

Tanım 2.5. S  bir yarıgrup olsun. Her Ss ∈  için ses = oluyorsa Se ∈  ye S  nin bir 

sol birim elemanı, sse =  oluyorsa Se ∈  ye S  nin bir sağ birim elemanı denir. Hem 

sol hem de sağ birim olan elemana birim eleman denir.  

 

Önerme 2.6. Bir S yarıgrubunun birim elemanı mevcut ise tektir.  

 

İspat: Sfe ∈, , S nin birim elemanları olsun. e  birim eleman olduğundan 

ffe =⋅ ve f birim eleman olduğundan eef =⋅ olup 

 

efeeff ===  

 

olacağından fe = yani birim eleman tektir.                                                                ■ 

 

Tanım 2.7. S bir yarıgrup olsun. Eğer S bir birim elemana sahip ise S ye bir monoid 

denir.  

 

S bir yarıgrup olsun. Eğer S de birim eleman mevcut ise birim eleman 1 ile 

sıfır eleman mevcut ise 0 ile gösterilir. Eğer 
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



∉∪
∈

=
SS
SS

S
1,1
1,1  

 

olarak tanımlanan 1S üzerinde ikili işlem 1, Sts ∈∀  için 

 











==
=
=
≠

=

1,1
1,
1,
1,,

ts
ts
st

tsst

st  

 

şeklinde tanımlanır ise 1S  bir monoid olup buna gerekli ise S ye birim eleman 

eklenerek elde edilen monoid denir.  

 

Tanım 2.8. S bir yarıgrup olsun. Eğer a S∀ ∈ için aS=S ve Sa=S oluyor ise S ye bir 

grup denir. Diğer bir deyişle, S bir yarıgrup ve e S∈ iken a S∀ ∈ için ea=a=ae ve 

ba=e=ab olacak şekilde bir b S∈ var ise S ye bir grup denir.  

 

Tanım 2.9. S bir yarıgrup ve ST ⊆≠φ  olsun. TT ⊆2  ise T ye S nin bir alt 

yarıgrubu denir. 

 

Tanım 2.10. S bir yarıgrup ve ST ⊆≠φ  olsun. 

 ii) ST T⊆ ise T ye S nin bir sol ideali 

 iii) TS ⊆ T ise T ye S nin bir sağ ideali 

 iv) ST T⊆ ve TS T⊆ ise T ye S nin bir ideali denir. 

 

Tanım 2.11. S  bir yarıgrup ve u S∈  olsun. Eğer 2u u=  ise u  bir idempotent 

eleman denir. 

 Sağ ve sol birim ve sağ ve sol sıfır elemanların birer idempotent elemanlar 

olduğu kolayca görülür. 
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Örnek 2.12. S herhangi bir küme ve S üzerindeki çarpma işlemini her ,x y S∈  için  

 
xy x=  

 

olarak tanımlansın. S  bu çarpma ile bir yarıgrup olup bu yarıgruba sol sıfır yarıgrup 

denir. Eğer çarpma xy y=  şeklinde tanımlı ise bu durumda S  yarıgrubuna sağ sıfır 

yarıgrup denir. 

 

Tanım 2.13. S  bir sıfır elemana sahip bir yarıgrup olsun. s S∈  elemanı için 0ms =  

ve 1 0ms − ≠  olacak şekilde m  pozitif tamsayısı varsa  s S∈  elemanına nilpotent 

eleman, m  pozitif tamsayısına s  elemanının indeksi (veya nilpotentlik derecesi) 

denir.  

 

Tanım 2.14.  S ve T iki yarıgrup ve : S Tφ →  bir fonksiyon olsun. Eğer ,s t S∀ ∈  

için  

   

( ) ( ) ( )st s tφ φ φ=  

 

ise φ  ye bir homomorfizm denir.  

 

Tanım 2.15. S ve T iki yarıgrup ve : S Tφ →  bir homomorfizm olsun.  

1. φ  birebir ise φ  ye bir monomorfizm  

2. φ  örten ise φ  ye bir epimorfizm  

3. φ  hem birebir hem örten ise φ ye bir izomorfizm denir.  

 

 S ve T yarıgrupları arasında bir izomorfizm var ise S ile T ye izomorfik 

gruplar denir ve S T≅ ile gösterilir.  

S ve T iki yarıgrup ve : S Tφ →  bir homomorfizm olsun. 

 



2. TEMEL TANIMLAR VE TEOREMLER     Esra Önder 

 

9 

( ) ( ) ( ){ }, :Ker x y S S x yφ φ φ= ∈ × =  

 

olarak tanımlanan kümeye φ  homomorfizminin çekirdeği denir ve Kerφ  ile 

gösterilir. 

 Ayrıca kolayca görülür ki  : S Tφ →  bir homomorfizm olmak üzere  

 

{ }( ):im S s s Sφφ φ= = ∈   

 

kümesi T yarıgrubunun alt yarıgrubudur. Buna ek olarak eğer φ bir monomorfizm 

ise S , imφ ’ye izomorfiktir.  

 

Tanım 2.16. S  bir yarıgrup ve a S∈  olsun. Eğer  

 

aba a=  
 

olacak şekilde bir b S∈  varsa a S∈  elemanına regüler (düzgün) eleman denir. 

Ayrıca her elmanı regüler olan bir yarıgruba regüler yarıgrup denir. Örneğin, 

Gruplar, dikdörtgensel bandlar regüler yarıgruptur. 

 

Tanım 2.17. S  bir yarıgrup ve a S∈  olsun. Eğer 

 

aba a=  ve bab b=  

 

olacak şekilde bir b S∈  var ise 'b ye 'a nın  bir tersi ve 'a ya  da tersinir eleman 

denir. 

 a S∈  tersinir eleman ise a  nın tüm terslerinin kümesini ( )V a  ile gösteririz. 

a S∈  tersinir ise ( )V a ≠ ∅  dir. a S∈  tersinir değil ise ( )V a = ∅  alınır. Dikkat 

edilecek olursa 

- G  bir grup ise a G∀ ∈  için ( ) 1V a =  dir. 
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- S  bir dikdörtgensel band ise a S∀ ∈  için ( )V a S=  dir. 

- S  sıfır yarıgrup ise ( ) { }0 0V =  ve ( )V a = ∅ ( )0a∀ ≠  

Tanım 2.18. Boştan farklı herhangi bir küme X  olmak üzere X X×  in bir alt kümesi 

ρ  ya X üzerindeki bir bağıntı denir. X  üzerindeki tüm bağıntıların kümesini XB  ile 

gösterelim.  

 

∅ , X X×  ve ( ){ }1 , :X x x x X= ∈  kümelerini X üzerindeki bağıntılara örnek 

olarak verebiliriz. ρ , X üzerinde bir bağıntı ve A X⊆  olmak üzere  

 

[ ] ( ) ( ){ }: , ,A y X a y a Aρ ρ= ∈ ∈ ∈  

 

olarak tanımlayalım. x X∈  için { }xρ     yerine [ ]xρ  yazacağız. 

 , XBα β ∈ için  

 

( ) ( ) ( ){ }, : , , , ,x y X X z X x z z yα β α β= ∈ × ∃ ∈ ∈ ∈o  

 

Şeklinde tanımlanan bileşke işlemi ile XB  bir yarıgrup olur. Bu yarıgruba tüm 

bağıntılar yarıgrubu denir ve ( ),X XB B= o  ile gösterilir. 

 Dikkat edilecek olursa X n=  olmak üzere 2X X n× =  olup 
2

2n
XB =  dir. 

XBρ ∈  olmak üzere  

 

( ) ( ){ }: , ,dom x X y X x yρ ρ= ∈ ∃ ∈ ∈  

 

kümesine ρ  nun tanım kümesi 
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( ) ( ){ }: , ,im y X x X x yρ ρ= ∈ ∃ ∈ ∈  

 

kümesine ρ  nun değer kümesi denir. Kolayca görüleceği gibi , XBρ σ ∈  için ρ σ⊆  

ise ( ) ( )dom domρ σ⊆ , ( ) ( )im imρ σ⊆  ve [ ] ( )x x domρ ρ≠ ∅ ⇔ ∈  dur. A X⊆  

ise [ ] [ ]{ }:A a a Aρ ρ= ∈U  şeklindedir. Her XBρ ∈  için ρ  nun tersi 

 

( ) ( ){ }1 , : ,x y X X y xρ ρ− = ∈ × ∈  

 

olarak tanımlanır. 1ρ−  de XB  in bir elemanıdır. Ayrıca 1 2, , , , , nρ β α α α ∈L XB  

olmak üzere  

 

( ) 11ρ ρ
−− =  

( ) 1 1 1 1
1 2 1 1       n n nα α α α α α− − − −

−=o oLo o oKo  

1 1           ρ β ρ β− −⊆ ⇒ ⊆  

 

dir. Dikkat edilecek olursa ( ) ( ) ( ) ( )1 1,dom im im domρ ρ ρ ρ− −= =  ve 

[ ] ( )1 x x imρ ρ− ≠ ∅ ⇔ ∈  dir.  

 

Tanım 2.19. ρ , X  üzerinde herhangi bir bağıntı olsun.  

3. Her Xx∈  için ( ) ρ∈xx,  ise ρ  ya yansımalı 

3. Her Xyx ∈,  için ( ) ρ∈yx,  iken ( ) ρ∈xy,  ise ρ  ya simetrik  

3. Her Xyx ∈,  için ( ) ρ∈yx,  ve ( ) ρ∈xy,  olduğunda yx =  ise ρ  ya 

antisimetrik  

3. Her Xzyx ∈,,  için ( ) ρ∈yx,  ve ( ) ρ∈zy,  olduğunda ( ) ρ∈zx,  ise ρ  ya 

geçişmeli  

denir.  



2. TEMEL TANIMLAR VE TEOREMLER     Esra Önder 

 

12 

 Bu tanımları aşağıdaki gibi de ifade edebiliriz. Eğer 1X ρ⊆  ise ρ , 

yansımalı, 1ρ ρ− =  ise ρ , simetrik, ρ ρ ρ⊆o  ise ρ  geçişmelidir. 

 

Tanım 2.20. ρ , yansıma, simetri ve geçişme özelliklerine sahip ise ρ  ya X üzerinde 

bir denklik bağıntısı denir.  

 

Tanım 2.21. S bir yarıgrup ve ρ , S üzerinde bir denklik bağıntısı olsun. , ,x y s S∀ ∈  

için 

 

( ) ( ), ,x y sx syρ ρ∈ ⇒ ∈  

 

ise ρ ’ye sol kongruans denir. Benzer şekilde , ,x y s S∀ ∈  için  

 

( ) ( ), ,x y p xs ys p∈ ⇒ ∈  

 

ise ρ ’ya sağ kongruans denir. Eğer ρ sağ ve sol kongruans ise ρ ’ye ( sağ/sol) 

kongruans denir. 
 

Teorem 2.22. ρ bir S yarıgrubu üzerinde kongruans olsun. ρ  nun tüm denklik 

sınıflarının /S ρ  kümesi  üzerinde  

 

( )( ) ( )/ / /x p y p xy p=  
 

şeklinde tanımlanan çarpma işlemi ile bir yarıgruptur. 

 

İspat: İlk olarak yukarıdaki çarpımın iyi tanımlı olduğunu göstermeliyiz. Örneğin, 

aynı denklik sınıfının içinde bulunan elemanların seçimi  
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( ) ( )1 1, ,x x ve y yρ ρ∈ ∈  olmak üzere 1 1/ /x x ve y yρ ρ∈ ∈   şeklindedir. ρ  sağ 

kongruans ise ( )1,x x ρ∈   için  ( )1,xy x y ρ∈  dir. Benzer şekilde ρ  sol kongruans ise 

( ) ( )1 1, ,x x için yx yxρ ρ∈ ∈  dir. Böylece  

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )1 1 1 1/ / / / / /x y xy x y x yρ ρ ρ ρ ρ ρ= = =   

 

olup çarpma iyi tanımlıdır. Çarpma birleşme özelliğine sahip olup /S ρ  kümesi bir 

yarıgruptur.                                                                                                                   ■ 

 

Tanım 2.23. /S ρ   yarıgrubuna bölüm yarıgrubu denir. 

 

 S  bir yarıgrup ve I ≠ ∅  olmak üzere { }:iA i I∈  de S nin alt yarıgruplarının 

bir ailesi olsun. iA  altyarıgruplarının hepsinin kesişimi A kümesi boştan farklı ise 

yine S  nin bir alt yarıgrubudur. 

 S  nin boştan farklı her A  alt kümesi için A  yı içeren S  nin en az bir alt 

yarıgrubu vardır. En azından S  nin kendisi vardır.  S  nin A  yı içeren tüm alt 

yarıgruplarının kesişimi yine S  nin A  yı içeren bir alt yarıgrubudur. Bu alt 

yarıgrubu A  ile göstereceğiz. O halde A  alt yarıgrubu aşağıdaki iki özelliğe 

sahiptir. 

1. A A⊆  

2. U , S  nin A  yı içeren bir alt yarıgrubu ise A U⊆  dir. 

 A  alt yarıgrubu S  nin tüm elemanlarını içeriyorsa, S  nin her elemanı A  

nın elemanlarının sonlu bir çarpımı olarak yazılabiliyordur. 

 

Tanım 2.24. Eğer A S=  ise A  ya S  nin doğuray kümesi denir. 
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A  sonlu bir küme olsun. { }1 2, , , nA a a a= K  ise 1 2, , , nA a a a= K  yazacağız. 

{ }A a=  tek elemanlı bir küme ise  

 

{ }2 3, , ,a a a a= K  

 

 dir. Eğer S  bir monoid ise benzer tanımlar yapılır fakat 1 in içerildiğine dikkat 

edelim. Örneğin tek elemanlı doğuray kümesi olması durumunda  

 

{ }2 31, , , ,a a a a= K  

 

olduğuna dikkat edelim. 
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3. Tüm Dönüşümler ve Kısmi Dönüşümler Yarıgrubu 

 

 Bu bölümde grup teorideki permütasyonlar yarıgrubuna benzer olarak 

herhangi bir sonlu kümeden yine kendisine tanımlı tüm dönüşümlerin oluşturduğu 

tüm dönüşümler yarıgrubundan bahsedilecektir. Tanımdan da anlaşılacağı gibi tüm 

dönüşümler yarıgrubu permütasyonlar yarıgrubunu içermektedir. Daha sonra kısmi 

dönüşümler yarıgrubu ve özellikleri verilecektir. Ayrıca tüm dönüşümler ve kısmi 

dönüşümler yarıgrubu arasındaki ilişkilerden bahsedilecektir. 

 

3.1. Tüm Dönüşümler Yarıgrubu 

 

 Gruplarda bir kümenin permütasyonlarının grubu gibi yarıgruplar da da bir 

kümeden yine o kümenin kendisine daha genel dönüşümler kavramı vardır. Bir 

{ }1,2,...,nX X n= =  sonlu kümesindeki tüm permütasyonların simetrik grubu ( ),nS o  

na benzer olarak, nX  ten nX  e tüm dönüşümlerin yarıgrubuna tüm dönüşümler 

yarıgrubu denir ve ( ),XT o  ile gösterilir. Özel olarak { }1,2,...,nX X n= =  sonlu 

kümesi için tüm dönüşümler yarıgrubu ( ),nT o  şeklinde göstereceğiz. Yukarıda 

bahsedildiği gibi tüm bu yarıgruplarda işlem bileşke işlemi olup bu işlem 

birleşmelidir. ( ),nS o , X  ten X  e tüm birebir örten dönüşümleri içeriyor olup 

( ),XT o  in alt yarıgrubudur (aynı zamanda alt grubudur.). Dikkat edilirse 

 { }1,2,...,nX X n= = , X n=  ise 

 

!nS n= , n
nT n=   

 

dir.  

 Eğer S , tüm dönüşümler yarıgrubu nT  nin bir alt yarıgrubu ise S  ye 

dönüşümler yarıgrubu veya dönüşümlerin yarıgrubu denir. Bir S  yarıgrubundan nT  

ye bir ϕ  homomorfizmasına S  nin temsili denir. Eğer ϕ  birebir ise ϕ  ye güvenilir 
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temsil denir. Her durumda ϕ  nin görüntüsü Sϕ  kümesi S  ye izomorfik bir 

dönüşümler yarıgrubudur. 

 Aşağıdaki teorem gruplardaki Cayley teoremine benzer olup her yarıgrubun bir 

dönüşüm yarıgrubuna izomorfik olduğunu ifade etmektedir. 

 

Teorem 3.1.1. ( Cayley Teoremi) Kardinalitesi n  olan her sonlu S  yarıgrubu ya nT  

ya da 1nT + in bir altyarıgrubuna izomorfiktir. 

İspat: İlk olarak S  nin 1 birim elemanına sahip olduğunu kabul edelim. 

{ }1 21, ,..., nS a a a= =  ve  1, 2,...,k n=  için ki  sayıları 
kk iaa a=  eşitliği ile tek türlü 

tanımlı olmak üzere : nS Tϕ →  dönüşümünü 

 

( )
1 2

1 2 ...
... n

n
a

i i i
ϕ

 
=  

 
 

 

olarak tanımlayalım. ( ): S Sϕ ϕ→  dönüşümü birebir ve örtendir. 

Ayrıca ( ) ( )k kab a a ba=  olup her 1, 2,...,k n=  için  

 

( )( ) ( ) ( )( )( )ab k a b kϕ ϕ ϕ=  

 

dir. Böylece her ,a b S∈  için ( ) ( ) ( )ab a bϕ ϕ ϕ=  olup ϕ  bir izomorfizmdir. O halde 

ϕ , S  den nT  nin bir altyarıgrubu ( )Sϕ  ye bir izomorfizmadır. Eğer S  bir birim 

eleman içermiyor ise, S  yi 1S yarıgrubunun bir altyarıgrubu olarak göz önüne 

alabiliriz. Bu durumda ise 1S , 1nT +  in bir altyarıgrubuna izomorfiktir.     < 
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 Dikkat edilirse nT  değişmeli olmayan bir yarıgruptur. Örneğin 

1 2 3 4 5
2 5 2 1 3

 
 
 

1 2 3 4 5 1 2 3 4 5
4 1 4 4 2 1 2 1 4 4

   
=   

   
  

1 2 3 4 5
4 1 4 4 2

 
 
 

1 2 3 4 5
2 5 2 1 3

 
 
 

1 2 3 4 5
1 2 1 1 5

 
=  

 
  

 

Önerme 3.1.2. 1n >  için nT ’in sağ sıfır elemanı yoktur. nTα ∈ ’nın bir sol sıfır 

olması için gerek ve yeter koşul herhangi bir { }1,2,...,na X n∈ =  olmak üzere 

 

1 2 ...
...

n
a a a

α
 

=  
 

 

 

olmasıdır.  Buna ek olarak, nT yarıgrubunun n  tane sol sıfırı vardır. 

 

İspat: { }1,2,...,na X n∈ =  olmak üzere 
1 2 ...

...
n

a a a
α

 
=  

 
 ile gösterelim. Herhangi 

bir nTβ ∈  için ( ) ( )x xαβ α=  olduğundan α , nT  in sol sıfırdır. Bu yüzden nT  en 

azından n tane sol sıfır içerir. Özellikle, n > 1 için nT  yarıgrubu sağ sıfır içermez.  

Sabit dönüşümler rankı 1 olan dönüşümlerdir. nTβ ∈  elemanının rankı en az 

2 olsun. Herhangi bir nTα ∈  için aβα  nın rankı 1 olup nx X∈  için ( ) ( )x xβα β=  

olması imkânsızdır. O halde rankı 2 olan sabit dönüşüm sol sıfır eleman olamaz. O 

halde nT  nin n tane sol sıfır elemanı vardır.          < 

 

Önerme 3.1.3 nTα ∈  in bir idempotent olması için gerek ve yeter koşul x imα∀ ∈  

için x xα =  olmasıdır.  

İspat: nTα ∈  bir idempotent olsun. O halde, 2α α α α= =o  veya nx X∀ ∈  için 
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2 ( )x x xα α α α= =  

olur. Böylece, y imα∈  ise  

 
2( )y x x x yα α α α α= = = =  

 

olur. Tersine, nTα ∈  olmak üzere x imα∀ ∈  için x xα =  olsun. O zaman, nx X∀ ∈  

için ( )x imα α∈  

 
2 ( )x xα α α=  

= xα  

 

olur. Dolayısıyla, 2α α=  olup α  bir idempotenttir.                                                  

< 
 

Tanım 3.1.4 S bir yarıgrup ve  a S∈  olsun. S nin a yı içeren en küçük (sağ-sol) 

idealine a tarafından doğurulan (sol-sağ) ideali denir. 

 S bir yarıgrup ve a S∈ olsun. a  tarafından doğurulan minimal sol,sağ ve çift 

taraflı idealler sırasıyla 

{ } { } { }
{ }

{ }

1

1 1

1 1 1

:

:

: ,

S a Sa a sa s S a

aS as s S

S aS sat s t S

= ∪ = ∈ ∪

= ∈

= ∈  
 

olarak tanımlanır.  

 

Tanım 3.1.5. S bir yarıgrup olsun. S üzerinde tanımlanan 

 

{ }1 1( , ) :L a b S a S b= =  

{ }1 1( , ) :R a b aS bS= =  
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{ }1 1 1 1( , ) :J a b S aS S bS= =  

bağıntılarına sırasıyla sol, sağ ve J -Green denklik bağıntıları denir. 

 

Tanım 3.1.6. Eğer ( , )a b S∈  için ( , )a b L∈  ise a ile b L − bağlantılıdır,  

( , )a b ∈ R  ise a ile b R − bağlantılıdır ve ayrıca ( , )a b ∈ R   ve ( , )a b L∈   ise 

a ile b J -bağlantılıdır denir. Sırasıyla a L b, a R b, a J b ile gösterilir.  

 

Önerme 3.1.7. S bir yarıgrup ve ,a b S∈  olsun. O halde, 

i) ( , )a b ∈ L  olması için yeter ve gerek şart a sb=  ve b ta=  olacak şekilde 

1,s t S∈  olmasıdır. 

ii) ( , )a b ∈ R  olması için yeter ve gerek şart a bu= ve b av=  olacak şekilde 
1.u v S∈  olmasıdır. 

iii)  ( , )a b ∈ J  olması için yeter ve gerek şart a sbu=  ve b tav=  olacak şekilde 
1, , ,s t u v S∈  olmasıdır. 

İspat: Yukarıdaki tanımdan dolayı ispat açıktır. 

 

Önerme 3.1.8. S bir yarıgrup olsun. S üzerinde sağ ve sol Green denklik bağıntıları 

değişmelidir. Yani, L o R R L= o  dir.  

 

Teorem 3.1.9. , nTα β ∈  olsun. O halde  

i) Lα β im imα β⇔ =  

ii) ker kerRα β α β⇔ =  

olmasıdır. 

 

İspat: α L β  olsun. Bu durumda α γβ=  ve β δα=  olacak şekilde , nTδ γ ∈  vardır. 

O zaman ( )im im imα γβ β= ⊆  ve benzer şeklide im imβ α⊆  olup im imα β=  dir. 

Tersine im im Iα β= =  olduğunu kabul edelim. Her i I∈  için i ia b iα β= =  olacak 

şekilde ,i ia b I∈  seçelim. µ  ve ν  dönüşümlerini aşağıdaki gibi tanımlayalım. 
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ix a x iµ β= ⇔ =  

ix b x iν α= ⇔ =  

 

Böylece µα β=  ve νβ α=  olup α L β  olduğu ispatlanmış olur. 

 α R β  olsun. Bu durumda α βγ=  ve β αδ=  olacak şekilde , nTδ γ ∈  

vardır. ( , ) kerx y α∈  için x yα α=  dir. Böylece  

 

x x y yβ αδ αδ β= = =  

 

olup ( , ) kerx y β∈  dir. Yani ker kerα β⊆  olduğu gösterilmiş olur. Simetriden dolayı 

ker kerβ α⊆  olup ker kerβ α= ispatlanmış olur.  

Tersine ker kerβ α π= =  olsun. π  nin denklik sınıflarının sayısı im Jα =  

nin eleman sayısına eşittir. Bu da im Kβ =  olup bu sayıyı q  ile gösterelim. π  nin 

her bir denklik sınıfından bir ( )1,2,...,ip i q=  seçelim. i ij p α=  ve i ik p β=  olmak 

üzere { }1,..., qJ j j=  ve { }1, ..., qK k k=  olsun. µ  ve ν  dönüşümlerini aşağıdaki gibi 

tanımlayalım. 

 

( )1,..., ,  ise rastgele tanımlansın.i ij k i q x J xµ µ= = ∉ =  

( )1,..., ,  ise rastgele tanımlansın.i ik j i q x I xν ν= = ∉ =  

 

αµ β=  dir. Herhangi bir { }1,...,x q∈  ve ( ), ix p π∈  olacak şekildeki tek ip  temsili 

olsun. O zaman i i i ix p j k p xαµ αµ µ β β= = = = =  dir. Benzer şekilde βν α=  

olduğu gösterilip α R β  ispatlanmış olur.                                                               < 
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Örnek 3.1.10.  

 

                    1L                          2L                          3L           

1D  

123R               

                                                                                               

 

                               12L                         13L                         23L  

   

         

 

1/23R               

 

 

 

 

 

2/13R  2D              
 

 

 

 

 

 

 

3/12R             

 

3 3

1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3
 , , , , ,    

1 2 3 1 3 2 2 1 3 2 3 1 3 1 2 3 2 1
D S

            
= =             

            
 

 

1 2 3
1 1 1

 
 
 

 

 

 

1 2 3
2 2 2

 
 
 

 

 

1 2 3
3 3 3

 
 
        

 

 

1 2 3
1 2 2

 
 
 

 

1 2 3
2 1 1

 
 
 

 

 

1 2 3
1 3 3

 
 
 

 

1 2 3
3 1 1

 
 
 

 

 

 

1 2 3
2 3 3

 
 
 

 

1 2 3
3 2 2

 
 
 

 

 

1 2 3
2 1 2

 
 
 

 

1 2 3
1 2 1

 
 
 

 

 

 

1 2 3
3 1 3

 
 
 

 

1 2 3
1 3 1

 
 
 

 

 

1 2 3
3 2 3

 
 
 

 

1 2 3
2 3 2

 
 
 

 

 

1 2 3
2 2 1

 
 
 

 

1 2 3
1 1 2

 
 
 

 

 

 

1 2 3
3 3 1

 
 
 

 

1 2 3
1 1 3

 
 
 

 

 

1 2 3
3 3 2

 
 
 

 

1 2 3
2 2 3

 
 
 
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dir. 3T ’ün idempotent elemanları 

 

1 2 3
1 1 1

 
 
 

,
1 2 3
2 2 2

 
 
 

,
1 2 3
3 3 3

 
 
 

,
1 2 3
1 2 2

 
 
 

,
1 2 3
1 3 3

 
 
   

1 2 3
1 2 1

 
 
 

,
1 2 3
3 2 3

 
 
 

,
1 2 3
1 1 3

 
 
 

,
1 2 3
2 2 3

 
 
   

dir. 

 

 Bir nTα ∈  elemanını alalım. Eğer nSα ∈  ise o zaman 1αα α α− =  olup 

α regülerdir. Eğer nSα ∉  ise bir imni X α∈ −o  mevcuttur. Her bir j imα∈  için 

1i jα =  olacak şekilde bir tek 1 ni X∈  seçelim. Bu durumda : n nX Xβ →  

dönüşümünü nj X∀ ∈  için 

1 ,  
,   

i i j
j

i i j
α

β
α

= 
=  ≠ o

 

olarak tanımlanırsa ni X∀ ∈  için  

 

( ) ( )( ) ( ) 1i i j i j iαβα α β α β α α α= = = = =  

 

olup αβα α=  olur. Ohalde nT  bir regüler yarıgruptur. 

 nS  nin herhangi bir elemanının ayrık devirlerin çarpımı olarak 

yazılabileceğini biliyoruz. nSα ∈  elemanı ( )1 2,a aα =  şeklinde bir devir ise bu 

devire transpozisyon denir. Her devir transpozisyonların çarpımı olarak  

 

( ) ( )( ) ( )1 2 1 2 1 3 1, , , , , ,k ka a a a a a a a a=K L  

 

şeklinde yazabiliriz. 

 nSα ∈  elemanı çift sayıda transpozisyonun çarpımı olarak yazılıyorsa α  ya 

çift permütasyon, tek sayıda transpozisyonun çarpımı olarak yazılıyorsa α  ya tek 
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permütasyon denir. Eğer ( )1 2, , , ka a aα = K  devirinde k tek sayı ise α çift 

permütasyon, k  çift sayı ise α tek permütasyon olduğuna dikkat edelim. 

 

 , nSα β ∈  elemanlarını ( )12α =  ve ( )12 nβ = L  olarak alalım.  

 
1 1nβ β− −=  

 

( )1 23β αβ− =  

 

1, 2, , 1i n= −K  olmak üzere 

 

( )1 1 1i i iiβ αβ− + − = +  

 

2,3, , 1j n= −K  olmak üzere 

 

( )( ) ( )( )( ) ( )( ) ( ) 1 1 23 12 23 1  1 1 1j j j j j j j j j+ − − + = +L L  

 

1, 2, , 1i n= −K  ve 1,2, ,j n i= −K  olmak üzere 

 

( ) ( )1 11 1  i ij i i jβ β− + −+ = +  

 

eşitlikleri nS  de sağlanır.  

 Böylece yukarıdaki eşitlikler göz önünde bulundurulursa permütasyon 

gruplarının doğuray kümesini veren grup teoride iyi bilinen aşağıdaki teorem, 

ispatsız olarak verilmiştir. 

Teorem 3.1.11. ,nS α β=  dir. 

3n ≥  olmak üzere nT  tüm dönüşümler yarıgrubundaki , , nTα β γ ∈  elemanlarını  
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( )12α = , ( )12 nβ = L  ve 
2, 1 ise

12
, 1 ise

x
x x

γ
=

= =  ≠
 

 

olarak alalım. 

 

( ) ( ) ( )1 12 1 2 ,  3i i i i= ≥  

 

( ) ( ) ( )2 12 2 1 ,  3j j j j= ≥  

 

( )( ) ( )( ) ( )1 2 12 2 1 ,  , 3,i j j i ij i j i j= ≥ ≠  

 

( ) ( ) ( )  ,  , 1,i j ij i j ji i j i j= ≥ ≠  

 

eşitlikleri nT  de sağlanır. Ayrıca 1im r nα = ≤ − olmak üzere herhangi bir nTφ ∈  

elemanını alalım. i j≠ , i jφ φ=  olacak şekilde ,i j  ve nz X imφ∈ −  alalım. 

ˆ : n nX Xφ →  dönüşümünü her nx X∈  için  

 

,ˆ
,

z x i
x

x x i
φ

φ
=

=  ≠
 

 

olarak tanımlayalım. Dikkat edilirse ˆijφ φ=  dir. 

 Böylece yukarıdaki eşitlikler göz önünde bulundurulursa tüm dönüşümler 

yarıgrubunun doğuray kümesini veren yarıgrup teoride iyi bilinen aşağıdaki teorem, 

ispatsız olarak verilmiştir. 

 

Teorem 3.1.12. , ,nT α β γ=  dir. 
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3.2.Kısmi Dönüşümler Yarıgrubu 

 

Tanım 3.2.1.  XBα ∈  olsun Her x X∈ için ( ) 1xα ≤  koşulunu sağlayan α  

dönüşümüne kısmi dönüşüm denir.  

 

 Tüm kısmı dönüşümlerin kümesi bileşke işlemi ile bir yarıgrup olup tüm 

kısmi dönüşümler yarıgrubu denir ve XPT  ile gösterilir. { }1,2,...,nX X n= =  sonlu 

kümesi için tüm kısmi dönüşümler yarıgrubu nPT  ile gösterilir. Dikkat edilecek 

olursa  { }1,2,...,nX X n= =  ise  

 

( )1 n
nPT n= +  

 

dir. 

 

Önerme 3.2.2. , xPφ χ ∈  için  

(i) ( ) [ ] 1dom im domφ χ φ χ φ−= ∩o  

(ii) ( ) [ ]im im domφ χ φ χ χ= ∩o  

dir. 

 

İspat:  

(i)  ( ) ( ),x dom y X için x yφ χ φ χ∈ ⇔ ∃ ∈ ∈o o  

 ( ) ( ), ,z X için x z ve z yφ χ⇔ ∃ ∈ ∈ ∈  

 1 1.z im dom ve z x olur x zφ χ φ φ− −⇔ ∈ ∩ = ∈  

 [ ] 1x imφ χ φ−⇔ ∈ ∩  

olduğundan eşitlik elde edilir. 

(ii) ( ) ( ),x im y X için y xφ χ φ χ∈ ⇔ ∃ ∈ ∈o o      

( ) ( ), ,z X için y z ve z xφ χ⇔ ∃ ∈ ∈ ∈  
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z im dom ve x zφ χ χ⇔ ∈ ∩ ∈  

[ ]x im domφ χ χ⇔ ∈ ∩  

olduğundan eşitlik elde edilir.                                                                                      ■ 

 

Örnek 3.2.3 1n = , 2n =  ve 3n =  için nPT  aşağıdaki gibidir. 

• 1n =  ise { }1 1X =  olup 1

1 1
,

1
PT

    
=     −    

 

 

• 2n =  ise { }2 1,2X =  olup  

 

2

1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2
, , , , , , , ,

1 2 1 2 1 2 2 1 1 1 2 2
PT

                  
=                   − − − − − −                  
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• 3n =  ise { }3 1,2,3X =  

olup

3

1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3
, , , , , ,

1 2 3 1 2

1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3
, , , , , ,

3 1 2 3 1 1 1 2

1 2 3 1 2 3 1 2 3 1
, , ,

1 3 2 1 2 2

PT

           
           − − − − − − − − − − − − −           
           
           − − − − − − − − − −           
     
     − − −     

=

2 3 1 2 3 1 2 3
, , ,

2 3 3 1 3 2

1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3
, , , , ,

3 3 1 1 1 2 1 3 2 1 2 2

1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3
, , , , , ,

2 3 3 1 3 2 3 3 1 1 1 2

1 2 3
1 3

     
     − − −     

          
          − − − − − −          
           
           − − − − − −           


−
1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3

, , , , ,
2 1 2 2 2 3 3 1 3 2

1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3
, , , , , ,

3 3 1 1 1 1 1 2 1 1 3 2 1 1 2 1 2

1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3
, , , ,

2 1 3 3 1 1 3 1 2 3 1 3

         
          − − − − −          
           
           −           
       
       
       

1 2 3 1 2 3
, ,

1 2 1 1 2 2

1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3
, , , , , ,

1 2 3 2 2 1 2 2 2 2 2 3 3 2 1 3 2 2

1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3
, , , , , ,

3 2 3 1 3 1 1 3 2 1 3 3 2 3 1 2 3 2

1 2 3 1 2 3
,

2 3 3 3 3

   
   
   

           
           
           
           
           
           
 
 
 

1 2 3 1 2 3
, ,

1 3 3 2 3 3 3

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
                   

 

dir. 

 

 , , , nPTα β γ δ ∈  elemanlarını  

 

( )12α = , ( )12 nβ = L  
2, 1 ise

12
, 1 ise

x
x x

γ
=

= =  ≠
 ve 

1 2 3
2 3

n
n

δ
 

=  − 

L
L
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olarak alalım. nX  nin her Y  alt kümesi için 1
nY X Yδ −=  olarak tanımlayalım. Dikkat 

edilirse { } { }1 11
nXδ δ −= =  dir. 

2,3, ,i n= K  için 

( ) ( ) { }1 1 ii iδ δ=  

 

{ }Y i
i Y

δ δ
∈

= ∏  

eşitlikleri sağlanır. Herhangi bir nPTφ ∈  elemanını alalım. ˆ : n nX Xφ →  

dönüşümünü  

 

,ˆ
,

x x dom
x

x x dom
φ φ

φ
φ

∈
=  ∉

 

 

olarak tanımlayalım. Dikkat edilirse nY X domφ= −  olmak üzere  

 

ˆ
Yφ δ φ=  

 

dir. 

 Böylece yukarıdaki eşitlikler göz önünde bulundurulursa tüm kısmi 

dönüşümler yarıgrubunun doğuray kümesini veren yarıgrup teoride iyi bilinen 

aşağıdaki teorem, ispatsız olarak verilmiştir. 

 

Teorem 3.2.4. , , ,nPT α β γ δ=  dir. 
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4. Nilpotent Dönüşümlerin Doğurduğu Yarıgruplar 

 

 Howie 1966 da tüm dönüşümler yarıgrubunun idempotentler tarafından 

doğurulan alt yarıgruplarını incelemiştir. Bu çalışması daha sonra 1970 ve 1972 

de Evseev ve Podran tarafından kısmi dönüşümler yarıgrubuna genişletilmiştir. 

Daha sonra ki yıllarda ise bu sonuçlar farklı yönlerde genelleştirildi. Örneğin 1967 

de Erdös idempotent matrislerin çarpımını incelemiştir. 

  Bu bölümde gerek tüm dönüşümler yarıgrubunda gerek kısmi dönüşümler 

yarıgrubunda sonlu { }1,2, ,nX n= K  ile ilgileneceğiz ve bu durumda tüm 

dönüşümler yarıgrubunu nT  ve kısmi dönüşümler yarıgrubunu da nPT  ile  

göstereceğiz. nT  ve nPT  nin özellikleri temel tanım ve teoremler bölümünde 

verilmiştir.  

 Dikkat edilecek olursa nPT  yarıgrubu sıfır eleman 

 

1 2
0n

n 
=  − − − − 

L
 

 

0n  elemanına sahiptir. nPT  yarıgrubu sıfır elemana sahip olduğundan, nPT  

nilpotent eleman içerir. Böylece nPT  nin tüm nilpotent elemanlarının doğurduğu 

alt yarıgrubunu bulma problemini ortaya koyabiliriz.Bu problem ilk olarak 1972  

yılında Schwarz tarafından ortaya konulan bir problemden doğmuştur. 

 Bölüm 2 ve Bölüm 3 de bahsedilen terminoloji Howie tarafından 1995 

yazılan “Fundamentals of semigroup theory” adlı kitaptan  ve Sullivan’ın 1975 de 

tamamlanan “Automorphism of  transformation semigroup” başlıklı doktora 

tezinden alınmıştır. 

 { }1,2, ,nX n= K , ndom Xα ⊆  ve nim Xα ⊆  olmak üzere, nPT  nin  

 

: dom imα α α→  
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şeklindeki tüm dönüşümleri içerdiğini biliyoruz. Ayrıca , nPTα β ∈  için  

 

( ) 1dom im domαβ α β α −= ∩  

( )im im domαβ α β β= ∩  

 

dir. Eğer im domα β∩ = ∅  ise  

 

1 2
0n

n
αβ

 
= = − − − 

L
L

 

Yani nPT  nin sıfır elemanı olan boş dönüşümdür. Regüler yarıgrup tanımı 

hatırlanacak olursa nT  ve nPT  birer regüler yarıgruptur. { }1,2, ,nX n= K  olmak 

üzere nT  ve nPT  nin eleman sayıları 

 
n

nT n=  ve ( )1 n
nPT n= +  

 

olduğunu biliyoruz.  

 Son bölümde { }1,2, ,nX n= K  sonlu bir küme olmak üzere nPT  nin tüm 

nilpotent elemanlarının doğurduğu, nPT  nin alt yarıgrubunu bulacağız. Bu alt 

yarıgrup nX  nin çift veya tek eleman içeriyor oluşuna bağlıdır.  

 

 

 0n nPTα≠ ∈  elemanını genel olarak  

 

1 2

1 2

r

r

A A A
a a a

α
 

=  
 

L
L

 

 

olarak yazacağız. Dikkat edilirse  
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{ }:1iim a i rα = ≤ ≤  

1

r

i
i

dom Aα
=

= U  

şeklindedir. Her bir 1 i r≤ ≤  için 

 
1

i iA a α −=  

 

dir. Örneğin nPTα ∈  elemanını 

 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
2 2 1 3 1 2 6 3

α
 

=  − − 
 

 

olarak alalım. 

 

{ }1 13,7 , 1A a= =  

{ }2 21,2,8 , 2A a= =  

{ }3 34,10 , 3A a= =  

{ }4 49 , 6A a= =  

olup  

{ }1,2,3,6imα =  

{ }
4

4
1

1, 2,3,4,7,8,9,10
i

dom Aα
=

= =U  

şeklindedir. 

 

Tanım 4.1. nPTα ∈  için 1 0m
nα − ≠  ve 0m

nα =  olacak şekilde 1m ≥  varsa α  

nilpotent eleman ve m  ye de α  nın indeksi denir.  
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Tanım 4.2. nPTα ∈  için nX imα−  sayısına α  nın noksanlığı (defect) 

nX domα−  sayısına α  nın açıklığı (gap) denir ve  

 

ndef X imα α= −  

ngap X domα α= −  

 

şeklinde yazılır. 

 

 Dikkat edilirse n nT PTα ∈ ⊂  ise nT  kapalı olup her k +∈Z  için k
nTα ∈  ve 

0n nT∉  olup her k +∈Z  için 0k
nα ≠  dir. Yani nT  de nilpotent eleman bulunmaz. 

nPT  nin nilpotent elemanları n nPT T−  kümesine aittir. Böylece nPTα ∈  nilpotent 

ise n nPT Tα ∈ −  olup α  nın noksanlığı ve açıklığı sıfırdan farklı yani 

 

0ndef X imα α= − ≠  

0ngap X domα α= − ≠  

dır. 

Ayrıca her , nPTα β ∈  için  

 

dom domαβ α⊆  

im imαβ β⊆  

Olduğundan, sonlu tane nilpotent elemanın çarpımıda sıfırdan farklı noksanlık ve 

açıklığa sahiptir.  

 nL  ile nPT  nin tüm nilpotent elemanları tarafından doğurulan, nPT  nin alt 

yarıgrubu gösterelim. 

 Öncelikle nX  sonlu ve n  çift sayı ise 0gapα ≠ olacak şekildeki her 

nPTα ∈  nin nilpotent elemanların bir çarpımı olarak yazılabildiği yani bu 
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elemanların nL  ye ait olduğu gösterilmiştir. Bunu göstermek için bazı ekstra 

tanımlamalara daha ihtiyacımız vardır. 

 

Tanım 4.3. 1 2 1, , , ka a a +K   hepsi farklı olmak üzere { }1 2, , , kdom a a aα = K  ve  

 

1 2

2 3 1

k

k

a a a
a a a

α
+

 
=  

 

K
K

 

 

ise α   ya k zincir− , 1 2, , , ka a aK  hepsi farklı olmak üzere { }1 2, , , kdom a a aα = K  

ve 

 

1 2

2 3 1

ka a a
a a a

α
 

=  
 

K
K

 

 

ise α  ya k devir−  denir ve k zincir− ve k devir−  sırasıyla 

 

[ ]1 2 1, , , ka a a +K  ve ( )1 2, , , ka a aK  

 

şeklinde yazılır. Genelliği kaybetmeksizin bu notasyonları sırasıyla 

 

[ ]1,2, , 1k +K  ve ( )1,2, ,kK  

biçiminde yazacağız. k zincir− ve k devir− in her ikisinde de dikkat edilirse 

im kα =  dır. 

 nI  ile nX  üzerindeki tüm birebir kısmi dönüşümlerin kümesini gösterelim. 

 

Örnek 4.4. α  dönüşümü   
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1 2 3 4 5 6 7 8 9
2 3 6 5 4

α
 

=  − − − − 
 

 

olarak alınırsa α  1-1 olduğundan nIα ∈   dir. Dikkat edilecek olursa  

 

{ }1,2,5,7,8domα = , { }2,3,4,5,6imα =  

 

olup dom imα α=  dir. 

 

Teorem 4.5. nIα ∈  olması için gerek ve yeter koşul dom imα α=  olmasıdır. 

 

İspat: ( )⇒ nIα ∈  olması durumunda α  1-1 olduğundan dom imα α=  olduğu 

açıktır. 

 ( )⇐ α  dönüşümü için dom im mα α= =  olsun. a b≠  ve ,a b domα∈  için 

a bα α≠  olur. Aksi halde a bα α=  olsa 1im mα = −  olurdu. O halde α  1-1 olup 

nIα ∈  dir.                                                                                                                     ■ 

 

Tanım 4.6. , nIα β ∈  elemanları için  

 

( ) ( )dom im dom imα α β β∪ ∩ ∪ = ∅  

 

İse α  ve β  ya ayrık denir. 

 

Örnek 4.7. , nIα β ∈  elemanları  

 

1 2 3 4 5 6 7 8 9
2 1 3 8

α
 

=  − − − − − 
 ve 

1 2 3 4 5 6 7 8 9
6 4 5 9

β
 

=  − − − − − 
 



4.NİLPOTENT DÖNÜŞÜMLERİN DOĞURDUĞU YARIGRUPLAR    Esra Önder 

 

35 

olmak  üzere { }1,2,3,8imα = , { }1,2,3,7domα = , { }4,5,6,9imβ = , 

{ }4,5,6,9domβ =  dir. Böylece 

 

( ) ( )dom im dom imα α β β∪ ∩ ∪ = ∅  

 

olup α  ve β  ayrıktır. 

 

Örnek 4.8. , nIα β ∈  elemanları  

 

1 2 3 4 5 6 7 8 1 2 3 4 5 6 7 8
,

2 3 1 7 8
α β

   
= =   − − − − − − − − − − −   

 

 

olmak  üzere { }1,2,3imα = , { }1,2,4domα = , { }7,8imβ = , { }5,6domβ =  dir. 

Böylece 

 

( ) ( )dom im dom imα α β β∪ ∩ ∪ = ∅  

 

olup α  ve β  ayrıktır. 

( ) ( )( ){ }1,2 , 2,3 4,1 n nX Xα = ⊆ ×  

( ) ( ){ }5,7 , 6,8 n nX Xβ = ⊆ ×  

 

olarak düşünebiliriz. Böylece , nIα β ∈  elemanları ayrık ise α  ve β  yı n nX X×  in 

alt kümesi olarak düşündüğümüzde α β∪  da nI  nin elemanı olur. 

 

•  1n =  ve 2n =  için nPT  ve nL  aşağıdaki gibidir. 
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• 1n =  ise { }1 1X =  olup 1

1 1
,

1
PT

    
=     −    

 ve { }1 1

1
0L

  
= =   −  

 dir. 

 

• 2n =  ise { }2 1,2X =  olup 

 

2

1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2
, , , , , , , ,

1 2 1 2 1 2 2 1 1 1 2 2
PT

                  
=                   − − − − − −                  

 

2

1 2 1 2 1 2 1 2 1 2
, , , ,

1 2 1 2
L

          
=           − − − − − −          

 

 

dir. 

 

 Böylece bundan sonra nX  yi sonlu ve 3n ≥  kabul edebiliriz. 

 

Lemma4.9. 1im r nα = ≤ −  olmak üzere nI  nin herhangi bir idempotent elemanı α ,  

 

1 2

1 2

r

r

a a a
a a a

α
 

=  
 

K
K

 

 

şeklindedir. 

 

İspat: 1im r nα = ≤ −  ve α  dönüşümü 1-1 olduğundan dom im rα α= =  dir. 

{ }1 2, , , rdom a a aα = K  olsun.  

 i ja a≠  olmak üzere ,i ja a domα∈  alalım. α  idempotent olduğundan  

i j ja a aα α→ →  
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olur ki bu durum α  nın 1-1 oluşu ile çelişir. O halde nIα ∈  elemanı idempotent ve 

{ }1 2, , , rdom a a aα = K  ise  

1 2

1 2

r

r

a a a
a a a

α
 

=  
 

K
K

 

 

şeklindedir. Yani domαα , domα  üzerinde birim dönüşümdür.                                   ■ 

 

Lemma4.10. 1im r nα = ≤ −  olmak üzere nI  nin herhangi bir idempotent elemanı 

α , uzunluğu r  olan iki zincirin çarpımı olarak yazılabilir. 

 

İspat: 1im r nα = ≤ −  ve α  dönüşümü 1-1 olduğundan dom im rα α= =  dir. 

nIα ∈  elemanı idempotent ve { }1 2, , , rdom a a aα = K  ise  

1 2

1 2

r

r

a a a
a a a

α
 

=  
 

K
K

 

 

Şeklinde olduğunu yukarıdaki teoremden dolayı biliyoruz. 1r n≤ −  olup nb X∈  

vardır öyleki  

 

{ }1 2, , , rb dom a a aα∉ = K  

 

dır. Yani α nın açıklığı sıfırdan farklı ve b gapα∈  olur. Böylece α  

 

1 2 3 11 2 1 3 2

2 3 41 2 1 2 2 1

r rr r r

rr r r r

a a a a aa a a b a a a a
a a a a ba a a a a a a a

α − −

− −

    
= =     

    

KK K
KK K

 

 

[ ][ ]1 2 1 1 3 2 1, , , , , , , , , , ,r r r ra a a a b b a a a a aα − −= K K  

 

Şeklinde iki k − zincirin çarpımı olarak yazılabilir.                                                     ■ 
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Tanım 4.11. α  bir k − zincir ve bir idempotentin ayrık birleşimi ise nIα ∈  

elemanına genişletilmiş k − zincir ( extended k − chain) denir. Buradaki idempotent 

boş dönüşüm 0n  de olabilir. 

 Dikkat edilirse daha önce α  yı n nX X×  nin bir alt kümesi olarak 

düşünebileceğimizden α  nın bir k − zincir ve bir idempotentin ayrık birleşim olarak 

ifade etmemiz anlamlıdır. 

 

Örnek 4.12. 
1 2 3
1 3

α
 

=  − 
 olmak üzere ( ) ( ){ } 3 31,1 , 2,3 X Xα = ⊆ ×  olarak 

düşünebiliriz. Böylece   

 

1 2 3 1 2 3 1 2 3
1 3 3 1

α
    

= =    − − − − −    
 

 

olacak şekilde [ ]1

1 2 3
2,3

3
α

 
= = − − 

 1− zinciri ve 2

1 2 3
1

α
 

=  − − 
 idempotenti 

olup α  genişletilmiş 1− zincirdir. α  nın bir 1− zincir ve bir idempotentin ayrık 

birleşim olarak ( ){ } ( ){ }1 2 2,3 1,1α α α= = ∪  şeklinde ifade edebiliriz. 

 

[ ] 3

1 2 3 1 2 3 1 2 3
1,2,3 0

2 3 2 3
β

    
= = =    − − − − −    

 

 

olup β  genişletilmiş 2 − zincirdir. 

 

Lemma 4.13. 1im r nα = ≤ −  olmak üzere her nIα ∈  elemanı, imajında  r  eleman 

olan genişletilmiş 1− zincirlerin çarpımı olarak yazılabilir. 
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İspat: 1im r nα = ≤ −  ve nIα ∈  olsun. α  dönüşümü 1-1 olduğundan 

dom im rα α= =  dir. 

 

 I. Durum:Kabul edelim ki α  uzunluğu r  olan bir zincir  

 

[ ]1,2, , , 1r rα = +K  

 

olsun. 

1r =  ise ispat açık. 

2r =  olsun.  

 

1 2 3 1 2 3 1 2 3
2 3 1 3 2 3

    
=    − − −      

 

[ ] [ ][ ]1,2,3 2,3 1,2=  
 

olduğuna dikkat edilirse imajı r  olan genişletilmiş 2-zincir, imajı  r  olan iki tane 

genişletilmiş 1-zincirin çarpımı olarak yazılabilir. (Burada [ ] ( ){ } ( ){ }2,3 2,3 1,1= ∪ , 

[ ] ( ){ } ( ){ }1,2 1,2 3,3= ∪  olarak alınırsa [ ] [ ]2,3  ve 1,2  nin genişletilmiş 1-zincir 

olduğu açıktır.) 

2k ≥  olmak üzere 2r k=  olsun. ( ) ( ) { }2 1, 2 , 2 1Y i dom im r i r i r iα α= ∪ − − − − − +  

olmak üzere her bir 0,1, 2, , 1i k= −K  için  

 

[ ] ( )2 1, 2 , 2 1 1i Y ir i r i r iλ = − − − − + ∪  

 

olarak alınırsa 

 

0 1 1kα λ λ λ −= L  
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olduğu görülür. Dikkat edilirse burada her bir 0,1, 2, , 1i k= −K  için iλ  genişletilmiş 

2 − zincirdir. O halde α  yı genişletilmiş 2 − zincirlerin bir çarpımı olarak yazmış 

olduk. 2r =  durumundan dolayı genişletilmiş 2 − zincirlerin genişletilmiş 

1− zincirlerin çarpımı olarak yazılabildiğini biliyoruz. 

2 1,  1r k k= + ≥  olsun. 

 

[ ]1 2 3 4 5
1,2,3,4, , , 1

2 3 4 5 6 1
r

r r
r

α
 

= = + + 

K
K

K
 

 

1 2 3 4 1 1 2 3 4 1
1 3 4 5 1 2 3 4 1

r r r r
r r r

+ +  
=   + − − +  

K K
K K

 

 

[ ][ ] { }3,4,..., , 12,3, 4, , , 1 1,2 1 r rr r += +K  

 

{ }1 2 3,4,..., , 11 r rα α +=  

 

şeklinde yazılabilir. Burada 1 2, ,α α α  yazılırken nX  geriye kalan yazılmayan 

elemanları domain kümesine ait olmayan elemanlardır. Dikkat edilirse 1α  imajı 

1 2r k− =  olan 2k − zincir ve yukarıdaki duruma yani 1 2r k− =  çift olma durumuna 

döner böylece 1α  genişletilmiş 1− zincirlerin çarpımı olarak yazılabilir. 2α  zaten 

genişletilmiş 1− zincir olup o halde 2 1,  1r k k= + ≥  durumunda da α  genişletilmiş 

1− zincirlerin çarpımı olarak yazılabildiğini göstermiş olduk.  

 Daha da ötesi kaç tane genişletilmiş 1− zincirin çarpımı olarak yazıldığını da 

göstermiş olduk. Yani imajının eleman sayısı çift sayı olan zincirleri, çift sayıda 

genişletilmiş 1− zincirin çarpımı, imajının eleman sayısı tek sayı olan zincirleri, tek 

sayıda genişletilmiş 1− zincirin çarpımı olarak yazıldığını göstermiş olduk. 
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 II. Durum:Kabul edelim ki α  bir devir 

  

( )1 2, ,..., 1s Va a aα =  

 

şeklinde bir devir olsun. Burada V , nX  nin { }1 2, ,..., sa a a  den ayrık bir alt 

kümesidir. 

 1s =  ise 1Vα =  olup α  idempotenttir. Lemma 4.10 dan dolayı 

idempotentleri r − zincirlerin çarpımı olarak yazıp, yukarıdaki I. Durumu kullanarak 

r − zincirleri genişletilmiş 1− zincirin çarpımı olarak yazabileceğimizden bu 

durumda istenilen ispatlanmış olur. 

 2s ≥  ise 2,3,...,i s=  için  

 

( ) { } { }( )1,..., s iZ i V a a a= ∪ −  

ve  

( )1 ( ), 1i i Z ia aπ = ∪  

olmak üzere 

2 3... sα π π π=  

 

dir. x domα∉  seçelim ve  

 

1 1

1 1

i i i
i

i i i

a a a a a x
a a a x a a

π
     

= =    
     

 

 

( ) [ ][ ]1 1 1, , , ,i ia a a a x x a=  

 

olup 2,3,...,i s=  için iπ , 2 − devirleri bir 2 − zincir ve bir genişletilmiş 1− zincirin 

çarpımı olarak yazılabilir. 2 − zincirlerin I. Durumdan dolayı genişletilmiş 

1− zincirin çarpımı olarak yazıldığını biliyoruz. Böylece 2,3,...,i s=  için iπ  ler 
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genişletilmiş 1− zincirin çarpımı olarak yazılabilir. Ohalde 2 3... sα π π π=  olduğundan 

α  genişletilmiş 1− zincirin çarpımı olarak yazılabilir. 

 Şimdi ispatı tamamlamak için 1im r nα = ≤ −  olmak üzere herhangi bir 

nIα ∈  elemanını alalım. α  nın ayrık devirler iγ  (1 )i s≤ ≤  ve zincirler jγ  

( 1 )s j t+ ≤ ≤  lerin çarpımı olarak  

 

1 2 1 2... ...s s s tα γ γ γ γ γ γ+ +=  

 

şeklinde yazılabileceğini biliyoruz.( buradaki bazı çarpanlar idempotent olabilir, 

onlarda imajında 1eleman olan 1-devir olarak düşünebiliriz.)Buradaki zincirlerin 

sayısı def α  kadardır. 1 2... sπ γ γ γ=  olmak üzere 1,2,...,k s=  için 

 

( ) kZ k dom domα γ= −  

1, 2,...,k s s t= + +  için  

 

( ) ( )1 2 1 1 2( ) ... ...s s k k k tZ k dom im domπ γ γ γ γ γ γ+ + − + += ∪ ∪ ∪ ∪ ∪ ∪ ∪ ∪  

 

olarak tanımlayalım.  

 1, 2,...,k t=  için  

 

( )1k k Z kβ γ= ∪  

 

olarak alalım. Dikkat edilirse kβ  ların imajında r  eleman vardır. Böylece  

 

1 2 tα β β β= o oLo  
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şeklindedir. Buradaki kβ  lar ya idempotent ya devir yada zincir olup Lemma 1 ve 

yukarıdaki I.durum ve II. durumdan dolayı her biri genişletilmiş 1− zincirin çarpımı 

olarak yazılabilir olduğundan istenilen ispatlanmış olur.                                ■ 

 

Örnek 4.14. 13Iα ∈  elemanı aşağıdaki gibi olsun. 

 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14
2 1 4 3 6 5 8 11 10 13

α
 

=  − − − − 
 

 

olmak üzere  

 

( )( )( )[ ][ ][ ]1 2 3 4 5 6 1,2 3,4 5,6 7,8,11 9,10 12,13α λ λ λ λ λ λ= =  

 

elde edilir. Buradaki ilk üç çarpan devir diğerleri zincirdir. Yukarıdaki ispattaki 

tanımlamalar dikkate alınırsa istenilen kümeler aşağıdaki gibidir. 

{ }1,2,3,4,5,6,7,8,9,12domα =  ve ( ) ( )( )1 2 3 1,2 3,4 5,6π λ λ λ= =  olup  

 

{ }1,2,3,4,5,6domπ =  

dir. 

 

{ }1(1) 3,4,5,6,7,8,9,12Z dom domα γ= − =  

{ }2(2) 1,2,5,6,7,8,9,12Z dom domα γ= − =  

{ }3(3) 1,2,3,4,7,8,9,12Z dom domα γ= − =  

( ) { }5 6(4) 1,2,3,4,5,6,9,12Z dom domπ γ γ= ∪∅ ∪ ∪ =  

{ }4 6(5) 1,2,3,4,5,6,8,11,12Z dom im domπ γ γ= ∪ ∪ =  

( ) { }4 5(6) 1,2,3,4,5,6,8,10,11Z dom imπ γ γ= ∪ ∪ ∪∅ =  
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elde edilir. Bileşke işleminde örneğin { }1,2

1 2
1

1 2
 

=  
 

 dönüşümünü 

{ } ( ) ( ){ } { } { }1,21 1,1 , 2, 2 1, 2 1, 2= ⊆ ×  olarak düşüneceğiz. Böylece  

 

( ) ( ){ } { }1 1 (1) 3,4,5,6,7,8,9,121 1, 2 , 2,1 1Zβ γ= ∪ = ∪  

1

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14
2 1 3 4 5 6 7 8 9 12

β
 

=  − − − − 
 

 

( ) ( ){ } { }2 2 (2) 1,2,5,6,7,8,9,121 3, 4 , 4,3 1Zβ γ= ∪ = ∪  

2

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14
1 2 4 3 5 6 7 8 9 12

β
 

=  − − − − 
 

 

( ) ( ){ } { }3 3 (3) 1,2,3,4,7,8,9,121 5,6 , 6,7 1Zβ γ= ∪ = ∪  

3

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14
1 2 3 4 6 5 7 8 9 12

β
 

=  − − − − 
 

 

( ) ( ){ } { }4 4 (4) 1,2,3,4,5,6,9,121 7,8 , 8,11 1Zβ γ= ∪ = ∪  

4

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14
1 2 3 4 5 6 8 11 9 12

β
 

=  − − − − 
 

 

( ){ } { }5 5 (5) 1,2,3,4,5,6,8,11,121 9,10 1Zβ γ= ∪ = ∪  

5

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14
1 2 3 4 5 6 8 10 11 12

β
 

=  − − − − 
 

 

( ){ } { }6 6 (6) 1,2,3,4,5,6,8,10,111 12,13 1Zβ γ= ∪ = ∪  

6

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14
1 2 3 4 5 6 8 10 11 13

β
 

=  − − − − 
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elde edilir. Böylece  

 

1 2 3 4 5 6α β β β β β β= o o o o o  

 

şeklinde yazılıp her bir çarpan da  genişletilmiş 1−  zincirlerin çarpımı olarak 

yazılabilir. 

 

Önerme 4.15. nPTα ∈  elemanının açıklığı (gap) sıfırdan farklı bir idempotent 

olması için gerek ve yeter koşul 1,2,...,i r=  için i ia A∈  olmak üzere 

 

1 2

1 2

r

r

A A A
a a a

α
 

=  
 

K
K  

 

şeklinde olmasıdır. 

 

İspat: ( )⇐ 1,2,...,i r=  için i ia A∈  olmak üzere 

 

1 2

1 2

r

r

A A A
a a a

α
 

=  
 

K
K  

 

şeklinde ise 2α α=  olduğu açıktır. 

( )⇒   nPTα ∈ elemanının açıklığı (gap) sıfırdan farklı bir idempotent olsun. nPTα ∈  

nin herhangi bir elemanı 1 2

1 2

r

r

A A A
x x x

α
 

=  
 

K
K

 şeklinde olduğunu biliyoruz.  

α idempotent olup her ix A∈  ( )1 i r≤ ≤  için 2x xα α=  dir. ix xα = , ( )1 i r≤ ≤  ve  

 

( )2
i i ix x x x x xα α α α α= ⇒ = ⇒ =  
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olup i ix A∈  ( )1 i r≤ ≤  elde edilir ve istenilen ispatlanmış olur.                             ■ 

 

Önerme 4.16. nPTα ∈  elemanı, açıklığı (gap) sıfırdan farklı bir r − zincir ise α , 

indeksi r  olan bir nilpotent elemandır. 

 

İspat: nPTα ∈  elemanı açıklığı (gap) sıfırdan farklı bir r − zincir olsun. Genelliği 

bozmaksızın  

 

[ ]1,2,3,..., , 1r rα = +  
 

şeklinde bir r − zincir alalım. Bunun anlamının 

 

{ }1 2 3 1 1, 2,..., , 1
2 3 4 1

nr r X r r
r

α
 + − + 

=  + − − 

K
K  

 

dir. Dikkat edilirse 0r
nα =  olup α , indeksi r  olan bir nilpotent elemandır.             ■ 

 

Önerme 4.17. nPTα ∈  elemanı açıklığı (gap) sıfırdan farklı bir idempotent ise 

nLα ∈  dir. 

 

İspat: nL  nin nPT  deki tüm nilpotent elemanların doğurduğu nPT  nin alt yarıgrubu 

olduğunu hatırlayalım. nPTα ∈  elemanı açıklığı (gap) sıfırdan farklı bir idempotent 

olsun. 1,2,...,i r=  için i ia A∈  olmak üzere 

 

1 2

1 2

r

r

A A A
a a a

α
 

=  
 

K
K  
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şeklinde olduğunu Önerme 4.15 den dolayı biliyoruz. Ayrıca nPTα ∈  elemanı 

açıklığı (gap) sıfırdan farklı bir idempotent olup 1 rb dom A Aα∉ = ∪ ∪L  olacak 

şekilde nb X∈  vardır. 

nLα ∈  olduğunu göstermek için α  nın nPT  deki nilpotent elemanların 

çarpımı olarak yazıldığını göstermek yeterli olacaktır. 

1,2,...,i r=  için i ia A∈  ve 1 rb dom A Aα∉ = ∪ ∪L  olmak üzere 

 

1 2 11 2 2 3

2 31 2 1 2 1

r rr r

rr r r

A A A AA A A a a a b
a a a ba a a a a a a

α −

−

    
= =     

    

KK K
KK K  

 

olarak yazabiliriz.  

α  nın yukarıdaki yazılışında her bir çarpan nilpotent olup nLα ∈ .                    ■ 

 

Lemma 4.18. nPTα ∈  elemanı açıklığı (gap) sıfırdan farklı ve 2im nα ≤ −  ise 

nLα ∈  dir. 

 

İspat: nPTα ∈  elemanı açıklığı (gap) sıfırdan farklı herhangi bir idempotent ise 

nLα ∈  olduğunu Önerme 4.17. den dolayı biliyoruz. Herhangi bir nPTα ∈  elemanı 

açıklığı (gap) sıfırdan farklı ve 2im nα ≤ −  elemanını  

 

1 2

1 2

r

r

A A A
x x x

α
 

=  
 

K
K  

 

olarak alabiliriz. 1,2,...,i r=  için i ia A∈   olmak üzere 

 

1 2 1 2 1 2
1 2

1 2 1 2 1 2

r r r

r r r

A A A A A A a a a
x x x a a a x x x

α α α
    

= = =    
    

K K K
K K K  
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olarak yazabiliriz.  1 2
1

1 2

r

r

A A A
a a a

α
 

=  
 

K
K

 bir  idempotent olup Önerme 4.17. den 

dolayı nilpotent elemanların çarpımı olarak  yazabiliriz ve bunun 

için 1 rb dom A Aα∉ = ∪ ∪L  elemanına ihtiyaç vardır. Aynı zamanda 

nb X domα∈ −  dır.  

Şimdi 2α  yi nilpotent elemanların çarpımı olarak yazmaya çalışalım. Bunun 

için önce 2α  yi 

 

1 2
2

1 2

r

r

a a a
x x x

α
 

=  
 

K
K

 

 

1 2 3 1 1 2 3 1 1 2 3 1

1 2 3 1 1 2 3 1 1 2 3 1

r r r r r r

r r r r r r

a a a a a a a a a a a a a a a
x a a a a a x a a a a a a a x

− − −

− − −

    
=     

    

L L L
L

K K K
 

olarak alalım. 2im nα ≤ −  olup nX domα−  en az iki eleman vardır. Aşağıdaki tüm 

harf birbirinden farklı olmak üzere 2α  deki her bir çarpanı aşağıdaki gibi iki 

nilpotentlerin çarpımı olarak yazabiliriz. nc X domα∈ −  olmak üzere, genelliği 

bozmaksızın, 2α  deki ilk çarpanı 

 

1 2 3 1 1 2 3 1 2 3 4 1

1 2 3 1 2 3 4 1 2 3 2

r r r r r

r r r r r

a a a a a a a a a a a a a a c
x a a a a a a a a c x a a a a

− − −

− −

    
=    

    

L L L
K K K  

 

şeklinde nilpotentlerin çarpımı olarak yazılır. Böylece 2α  deki her bir çarpan 

nilpotentlerin çarpımı olarak yazılmış olup 2α  nilpotentlerin çarpımı olarak 

yazabiliriz. O halde 1α  ve 2α  nilpotentlerin çarpımı olarak yazılabiliyor olup 

1 2α α α=  da nilpotentlerin çarpımı olarak yazılır. Dikkat edilirse tüm bunları 

yaparken en az iki tane , nb c X domα∈ −  elemanlarını kullandığımızdan 
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2im nα ≤ − vvolmasıvvgereklidir.                                                                                                          

■ 

Lemma 4.19. Eğer 4n ≥  ve çift ise 1im nα = −  olan herhangi bir nIα ∈  elemanı 

uzunluğu 1n −  olan üç zincirin çarpımı olarak yazılabilir. 

 

İspat: 1im nα = −  olan herhangi bir nIα ∈  alalım. 1im nα = −  ve  Lemma 4.13 

den dolayı α  yı genişletilmiş 1− zincir olarak yazabiliriz. genişletilmiş 1− zincirlerin 

tanımının 1− zincir ve idempotentin ayrık birleşimi olduğunu  hatırlayalım.  

1im nα = −  olan genişletilmiş 1− zincir α yı, genelliği bozmaksızın  

 

1 3 4
2 3 4

n
n

α
 

=  
 

K
K

 

 

olarak alabiliriz.  

Böylece 1 2n + =  olduğuna dikkat edilerek 

 

1 3 4 1 3 4 1 3 4 5 2
2 3 4 3 4 5 2 2 3 4 1

n n n n
n n n n

α
−    

= =    −    

K K K
K K K

 

 

[ ]1 3 4 5 3 4 5 2
1,3, 4,5,..., 1, , 2

2 3 4 5 2 3 4 1
n n

n n
n n n

α
     

= ∪ = −     −     

K K
K K

 

 

şeklinde yazabiliriz. Böylece α  yı uzunluğu 1n −  olan zincir  

 

[ ]1 1,3,4,5,..., 1, ,2n nα = −  
 

ve bir devir 2α  nin 
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2

3 4 5 2
2 3 4 1

n
n n

α
 

=  − 

K
K

 

 

çarpımı olarak yazabildik.  

Buradaki 2α  devirini aşağıdaki gibi uzunluğu 1n −  olan iki zincirin çarpımı 

olarak yazarak α  yı uzunluğu 1n −  olan üç zincirin çarpımı olarak yazabileceğimizi 

göstermiş oluruz. 

 

2

3 4 5 2 1 2 3 2 1
1 2 3 2 1 2 3 4 1

n n n
n n n n

α
− −  

=   − − −  

K K
K K

 

 

[ ][ ]2 , 2, 4,...6,4,2, 1, 3,...,5,3,1 1,2,3,4,..., 2, 1,n n n n n n n nα = − − − − − −  

 

alarak istenilen ispatlanmış olur.                                                                                  ■ 

 

Teorem 4.20. n  çift sayı olsun. 

nLα ∈  dir. ⇔  α nın açıklığı (gap) sıfırdan farklıdır. 

 

İspat: n  çift sayı olsun. 

( )⇒  nLα ∈  olsun Bunun anlamı α  nilpotent elemanların çarpımı olarak 

yazılabiliyor olduğundan n nPT Tα ∈ −  olup α nın açıklığı (gap) sıfırdan farklıdır. 

( )⇐ α nın açıklığı (gap) sıfırdan farklı olsun. x domα∉  olacak şekilde en az 

bir nx X∈  vardır. O halde 1dom nα ≤ −  olup 1im nα ≤ −  dir. 

2im nα ≤ −  ise nLα ∈  olduğunu Lemma 4.18 den dolayı biliyoruz. 

1im nα = −  ise nIα ∈  olup Lemma 4.19 dan dolayı nLα ∈  olduğunu 

biliyoruz.                                                                                                                      ■ 
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  Böylece n  çift sayı olması durumunda nL  alt yarıgrubundaki elemanların 

yapısını belirledik. 

 n  nin  tek sayı olması durumunda  benzer teoremi ifade etmeden önce 

teoremin ispatı için gerekli olan bazı önemli sonuçları verelim. 

Tanım 4.21. α  uzunluğu r  olan bir zincir  

 

[ ]1 2 1, , , ra a aα += K  

 

ise 1a  e α  nın başlangıç (initial) noktası, 1ra +  e α  nın bitiş (terminal) noktası 

diyeceğiz ve α  nın başlangıç noktası 1a  yerine 1â  ile göstereceğiz. nPTα ∈  de â  

şeklinde bir  sembol var ise α  yı bir zincir olarak anlayacağız. 

 

Tanım 4.22. , nIα β ∈  ayrık olsunlar. 

 

α β λ µ∪ = o  

 

olacak şekilde ,λ µ  zincirleri varsa ,α β  ya birleştirilebilir (welded) denir. 

 

 nS  ile nX  üzerindeki birebir örten tüm dönüşümlerin kümesini yani simetrik 

grubu göstermiştik. nS  deki çift devirin tanımını hatırlayalım. Her bir devir 

transpozisyonların çarpımı olarak yazılır. Eğer çift sayıda transpozisyonun çarpımı 

olarak yazılıyorsa o devire çift devir denir. Örneğin  

 

( ) ( )( )( ) ( )1,2,3,4,5 1,2 1,3 1,4 1,5φ = =  

 

olup φ  bir çift devirdir. Dikkat edilirse φ  çift devirinde 5 tane yani tek sayıda 

eleman görülüyor. 
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Lemma 4.23.(lemma5)  Eğer 1,  nim n Iα α≤ − ∈  ve α  çift devirlerin ayrık bir 

birleşimi ise α  yı, imajındaki eleman saysısı α ile aynı olan iki zincirin çarpımı 

olarak yazabiliriz.  

 

İspat: 1r s n+ ≤ − , ( ,r s  sonlu) 3,5,...r = , 3,5,...s =   olmak üzere  

( )1 1 2, , , ra a aπ = K  ve ( )2 1 2, , , sb b bπ = K  iki ayrık çift devir ve  1 2α π π= ∪  olsun. 

1im r s nα = + ≤ −  olup { }1 2 1 2, , , , , , ,r sz a a a b b b∈ K K  seçebiliriz. λ  ve µ  yü 

 

1 2 3 1 2 3 1

1 2 1 1 2 2 1

ˆ
r s s

r r s s

a a a a b b b b b
z a a a a b b b b

λ −

− − −

 
=   

 

K K
K K

 

 

1 2 1 1 2 2 1

2 3 4 1 2 3 4 1

ˆ r r s s

s

z a a a a b b b b
a a a a b b b b b

µ − − − 
=  

 

K K
K K

 

 

olarak tanımlayalım. 

 

1 2 3 2 1 1 3 2 1
ˆ , , , , , , , , , , , , ,s s s r rb b b b b b a a a a a zλ − − −

 =  K K  

 

[ ]2 4 1 1 3 2 4 1 1 3 2ˆ, , , , , , , , , , , , , , , , ,r r s s sz a a a a a a b b b b b b bµ − − −= K K K K  

 

 olup λ  ve µ , ( )r s+ − zincirdir. Üstelik  

 

( ) ( )1 2 1 2 1 2, , , , , ,r sa a a b b bλ µ π π= ∪ = ∪o K K  

 

olup α , iki tane çift devirin ayrık birleşimi olması durumunda istenilen ispatlanmış 

olur. 

 Genel olarak 1,  nim n Iα α≤ − ∈  olmak üzere 1 2 kα π π π= ∪ ∪ ∪L  şeklinde 

k  tane çift devirin ayrık bir birleşimi olsun. z domα∉  seçerek birleştirme işlemine 
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1 2 ve π π  ye uygulayarak başlayalım. 1 2 ve π π  yi birleştirmek için yaptıklarımızı 

1 2π π∪  ile 3π  ü birleştirmek için yaparak devam edelim. Bunu yaparken herbir 

zincire bir sonraki deviri birleştirirken zincirlerin başlangıç ve bitiş noktalarına 

dikkat edelim. Birinci zincir λ  nın başlangıç noktası ve ikinci zincir µ  nün bitiş 

noktası son eklenen devirin bitiş noktasıdır. Birinci zincir λ  nın bitiş noktası ve 

ikinci zincir µ  nün başlangıç noktası z domα∉  dir.                                                  ■ 

 

 Bu lemmayı bir örnekle açıklayalım. 

 

Örnek 4.24. nIα ∈  elemanını 

 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14
8 3 4 2 7 5 6 10 11 1 13 9

α
 

=  − − 
 

 

olarak alalım.  

 

( ) ( ) ( ) ( )1 2 3 4 2,3,4 5,7,6 1,8,10 11,13,9α π π π π= ∪ ∪ ∪ = ∪ ∪ ∪  

 

4 tane çift devirin ayrık birleşimi olarak yazılır. Ayrıca dikkat edilirse 12imα =  dir. 

 Yukarıdaki lemmanın ispatına paralel olarak 1 2 ve π π  birleştirelim. 

 

[ ]
ˆ2 3 4 5 7 6 6,7,5, 4,3, 2,12

12 2 3 4 5 7
λ

 
= = 

 
 

µ
[ ]12 2 3 4 5 7 12,3,2, 4,7,5,6

3 4 2 7 6 5
µ

 
= =  

 
 

 

6 − zincirleri olmak üzere 
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1 2λ µ π π= ∪o  

 Elde edilir. ( )3 1,8,10π =  deviri 1 2π π∪  ye birleştirilirse λ  ve µ  nün yeni hali 

 

[ ]10,8,1,6,7,5,4,3,2,12λ =  

[ ]12,3,2,4,7,5,6,8,1,10µ =  

 

Şeklinde elde edilir. Benzer şekilde ( )4 11,13,9π =  deviri 1 2 3π π π∪ ∪  ye 

birleştirilirse λ  ve µ   

 

[ ]9,13,11,10,8,1,6,7,5,4,3,2,12λ =  

[ ]12,3,2,4,7,5,6,8,1,10,13,11,9µ =  

 

12− zincirleri elde edilir. Böylece  

 

1 2 3 4α π π π π λ µ= ∪ ∪ ∪ = o  

 

olup α , imajındaki eleman sayısı  ile aynı uzunlukta 2 zincirin çarpımı olarak 

yazılmış olur. 

 nIα ∈  elemanını 

 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16
8 3 4 2 7 5 6 10 14 1 13 9 15 11

α
 

=  − − 
 

 

olarak ve 12 domα∉  alırsak   

 

( ) ( ) ( ) ( )1 2 3 4 2,3,4 5,7,6 1,8,10 11,13,9,14,15α π π π π= ∪ ∪ ∪ = ∪ ∪ ∪  
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4 tane çift devirin ayrık birleşimi olarak yazılır. Yukarıdaki örnekte sadece 

( )4 11,13,9,14,15π =  deviri değişmiş olur. ( )4 11,13,9,14,15π =  deviri 1 2 3π π π∪ ∪  

ye birleştirilirse λ  ve µ   

 

[ ]15,14,9,13,11,10,8,1,6,7,5,4,3,2,12λ =  

12,3,2, 4,7,5,6,8,1,10,13,14,11,9,15µ  =    

 

şeklinde olduğuna ve 4  ve π µ  deki altı aynı çizilen sayılara dikkat edelim. 

 

Lemma 4.25. Eğer 1,  nim n Iα α≤ − ∈  ve α   dereceleri farkı en fazla 2 olan iki tek 

devirin ayrık bir birleşimi ise α  yı, imajındaki eleman sayısı α ile aynı olan iki 

zincirin çarpımı olarak yazabiliriz.  

 

İspat:  Kabul edelim ki ( ,r s  sonlu) 2, 4,...r = , 2, 4,...s =  r s=  olmak üzere  

( )1 1 2, , , ra a aπ = K  ve ( )2 1 2, , , sb b bπ = K  iki ayrık tek devir ve  1 2α π π= ∪  olsun. 

1im nα ≤ −  olup { }1 2 1 2, , , , , , ,r sz a a a b b b∈ K K  seçebiliriz. Bu durumda λ  ve µ  yü 

 

1 2 3 1 2 3 1

1 2 1 2 2 1

ˆ
r r r

r r r r r

a a a a b b b b b
z b b b a a a a a

λ −

− − −

 
=   

 

K K
K K

 

 

1 3 2 1 2 1

2 3 4 1 2 3 1

ˆ r r r r

r r

z b b b b a a a a
a a a a a b b b b

µ − − 
=  

 

K K
K K

 

 

olarak tanımlayalım. Böylece r s=  olması durumunda λ  ve µ  yü yukarıdaki gibi 

alarak  

 

[ ]1 2 1 3 2 2 1, , , , , , , , , ,r r r rb a b a b a a b a zλ − −= K  
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[ ]2 3 1 4 1 3 2 1 1ˆ, , , , , , , , , , , ,r r r rz a b a b a a b a b a bµ − −= K  

λ  ve µ  nün istenilen zincirler olduğu görülür. 

 

 2, 4,...r =  ve 2s r= +   olsun. Bu durumda  

 

1 2 3 1 1 2 3 3 2 1

1 5 4 1 2 2 1 1 2

ˆ
r r s s s s

s s r r r

a a a a a b b b b b b b
z b b b b a a a a a b b

λ − − − −

− − −

 
=   

 

K K
K K

 

 

1 2 5 4 1 2 1 1 2

2 3 4 5 1 2 3 2 1 1

s s s r r

r s s s

z b b b b b a a a a b b
a a a a a a b b b b b b

µ − − −

− −

 
=  

 

K K
K K

 

 

olarak tanımlayalım. Böylece 2s r= +  olması durumunda λ  ve µ  yü yukarıdaki 

gibi alarak  

 

3 2 2 1 5 4 4 1
ˆ , , , , , , , , , ,s s r rb a b b a b a b a zλ − − −

 =  K  

 

[ ]2 2 5 3 3 3ˆ, , , , , , ,s r sz a b a b a bµ − − −= K  

λ  ve µ  nün istenilen zincirler olduğu görülür.                                                           ■ 

 Bu lemmayı bir örnekle açıklayalım. 

 

Örnek 4.26. 11Iα ∈  elemanını 

 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
2 3 4 5 6 1 8 9 10 7

α
 

=  − 
 

 

olarak alalım.  

 

( ) ( )1 2 7,8,9,10 1,2,3,4,5,6α π π= ∪ = ∪  
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uzunlukları 4 ve 6 olan 2 tane tek devirin ayrık birleşimi olarak yazılır. Ayrıca dikkat 

edilirse 11z imα= ∉  dır. 

  Yukarıdaki lemmanın ispatına paralel olarak  

[ ]7 8 9 10 1 2 3 4 5 6
3,8,6, 2,9,5,1,10, 4,7,11

11 6 5 4 10 9 8 7 1 2
λ

 
= = 

   
 

[ ]11 6 5 4 10 9 8 7 1 2
11,8, 4,7,5,10, 2,1,6,9,3

8 9 10 7 2 3 4 5 6 1
µ

 
= = 

 
 

 

10-zincirleri bulunur.  

 

Sonuç 4.27.  1im nα ≤ −  olan herhangi bir çift permütasyon imajındaki eleman 

sayısı α  ile aynı olan iki zincirin çarpımı olarak yazılabilir. Eğer α  nın ayrık 

devirlere parçalanışı bir tek devir içeriyorsa bu tek devir dereceleri farkı en fazla 2 

olan iki tek devirin çarpımı olarak yazılabilir. (yani böylece bir tek devir yerine iki 

tane tek devir yazarak α  çift permütasyon olur.)                                                       ■ 

Sonuçtan dolayı her permütasyonu yukarıdaki özelliklere sahip iki zincirin 

çarpımı olarak yazabiliriz. 

 

Tanım 4.28. nIβ ∈ olsun. Eğer β  aşağıdaki üç tipte veya aşağıdaki üç tipteki 

dönüşümlerin  herhangi bir ayrık birleşimi ise β  ya  bir çift dönüşüm denir. 

1. domββ  bir çift permütasyondur. 

2. β , imajındaki eleman sayısı çift olan bir zincirdir. 

3. β , tek permütasyon ile imajında tek sayıda eleman bulunan zincirin ayrık bir 

birleşimidir. 

 

Bu tanımın amacı  nI  deki boştan farklı idempotentleri çift permütasyon olarak 

dikkate alacağını vurgulamaktır. 
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Lemma 4.29. 1im r nα = ≤ −  olmak üzere nIα ∈  bir çift permütasyon ise α , 

imajındaki eleman sayısı r  olan çift sayıda zincirin çarpımı olarak yazılabilir. 

 

İspat: Yukarıdaki sonuçtan dolayı yalnızca α  nın en az iki ayrık tek deviri içerdiği 

durumu incelemek yeterli olacaktır. 

 ,p q ∈Z , 2 , 2r p s q= =  olmak üzere kabul edelim ki α  

( ) ( )1 2 1 2, , ,  ve , , ,r sa a a b b bK K  

iki tek devirini içeriyor olsun. 

 

( ) ( )( ) ( )( )1 2 1 2 3 1 4 5 1 1 1, , , , , , , , , ,r r r ra a a a a a a a a a a a a a−=K L  

( ) ( )( )( ) ( )1 2 1 2 1 3 4 1 5 6 1 1, , , , , , , , , ,s s sb b b b b b b b b b b b b b−=K L  

 

olup çift devirler ve iki tane transpozisyon (yani 2 transpozisyon bir çift permütasyon 

olur.) α nın çarpanları arasında yer alır. Her ikisi de 2 tane zincirin çarpımı olarak 

yazılabiliyor olup sonuçtan dolayı istenilen ispatlanmış olur.            ■ 

 

Lemma 4.30. im rα =  çift sayı olmak üzere nIα ∈  bir zincir ise α , imajındaki 

eleman sayısı r  olan tam iki zincirin çarpımı olarak yazılabilir. 

 

İspat: 2im r kα = = , ( )2k ≥  olmak üzere nIα ∈   

 

[ ]1,2, , , 1r rα = +K  

 

zincirini alalım.  

[ ]
ˆ1 2 3 1

, 1, 2, ,3, 2,1, 1
1 1 2 2 1

r r
r r r r

r r r
λ

− 
= = − − + + − − 

L
K

L
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[ ]
ˆ1 1 2 2 1 1,3,5, , 1, 1, 2, 4, , 2,

2 3 4 1
r r r r r r r

r r
µ

 + − −
= = − + − 

+ 

L K K
L

 

 

olarak alınırsa α λµ=  elde edilir.  

Lemma 4.31. Eğer nIα ∈  elemanı bir tek permütasyon ve imajındaki eleman sayısı 

tek olan bir zincirin ayrık bir birleşimi ise her birinin imajındaki eleman sayısı α  ile 

aynı olan çift sayıda zincirlerin çarpımı olarak yazabiliriz. 

 

İspat: π  tek permütasyon ve λ  imajındaki eleman sayısı tek olan bir zincir olmak 

üzere  

 

α π λ= ∪  

 

olduğunu kabul edelim. σ  çift permütasyon olmak üzere genelliği bozmaksızın  

 

( )1,2π σ= o  

 

olsun. Eğer π  sadece ( )1,2  ye eşit ise σ  yı { }1,2  de birim dönüşüm olan bir çift 

permütasyon olarak alabiliriz. Böylece { }1,2Z domσ= −  için  

 

( )1,2 1Zµ λ= ∪ ∪  

Y domλ=  

 

olmak üzere 

 

( )1Yα σ µ= ∪ o  
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dir. ( )1 1Yα σ= ∪  alalım. σ  çift permütasyon olup Lemma 4.29 dan dolayı σ  yı çift 

sayıda  zincirin çarpımı olarak yazabiliriz. 1Y nI∈  ve idempotent olup Lemma 4.10 

dan dolayı 1Y  yi 2 tane zincirin çarpımı olarak yazabiliriz. Böylece ( )1 1Yα σ= ∪  çift 

sayıda zincirin çarpımı olarak yazabiliriz. ( )1,2 1Zµ λ= ∪ ∪  nin çift sayıda  zincirin 

çarpımı olarak yazabileceğimizi söylemek yeterli olacaktır. Benzer şekilde Lemma 

4.10 dan dolayı 1Z  yi 2 tane zincirin çarpımı olarak yazabiliriz. Sadece 2-devir ( )1,2  

ile imajındaki eleman sayısı tek olan bir zincir λ  nın ayrık birleşiminin iki tane 

zincirin çarpımı olarak yazılabileceğini göstermek yeterli olacaktır. 4r ≥  ve çift 

olmak üzere 

 

( )
1 2 3 4 1 1 1 2 3

1, 2
1 1 2 3 2 1 4 5

r r r r
r r r r

λ
− − −   

∪ =    − −   

L L
o

L L
 

[ ] ( )( )[ ]2, 4, , 2, 1, 3, ,3,1, 1,4,7, , 1 2,5,8, , 3,6, , 2r r r r r r r r= − − − − − −K K o K K K  

 

olup her bir çarpan çift sayıda zincirin çarpımı olarak yazılıp istenilen ispatlanmış 

olur. ■ 

 

Sonuç 4.32. 1im r nα = ≤ −   olan nIα ∈  bir çift dönüşüm ise α  her birinin 

imajındaki eleman sayısı r  ile aynı olan çift sayıda zincirlerin çarpımı olarak 

yazabiliriz. ■ 

 

 Eğer her bir 1 2, , , rλ λ λK  ler nilpotent ve 1im nα = −  olmak üzere 

1 2 rα λ λ λ= L  ise 1 2, , , r nIλ λ λ ∈K  ve 1,2, ,i r= K  için 1iim nλ = −  olup böylece 

herbir iλ  zincir ve eğer tek sayı ise iimλ  çifttir. Şimdi yukarıdaki sonucun tersini 

gösterelim. 
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Lemma 4.33. 1im nα = −  olmak üzere nIα ∈  olsun. α  nın çift dönüşüm olması 

için gerek ve yeter koşul α  nın çift sayıda genişletilmiş 1-zincirlerin çarpımı olarak 

yazılabiliyor olmasıdır. 

 

İspat: İspat için Sullivan’ın 1987 deki çalışmasındaki lemma 10 a bakınız.             ■ 

 

Teorem 4.34. n  tek ve nPTα ∈  olsun. nLα ∈  olması için gerek ve yeter koşul 

0gapα ≠  ve ya 2im nα ≤ −  veya α  imajındaki eleman sayısı 1n −  olan bir çift 

dönüşüm olmasıdır. 

 

İspat: nLα ∈ , 1im nα = −  ve n  tek ise α  nın bir çift dönüşüm olduğunu 

göstermek kalmıştır. nLα ∈  olup 1 2, , , rλ λ λK  ler nilpotent olmak üzere 

1 2 rα λ λ λ= L  ise herbir 1iim nλ = −  çift olan bir zincirdir. Lemma 4.13 den dolayı 

bu zincirler çift sayıda genişletilmiş 1-zincirlerin çarpımı olarak yazabiliriz. Böylece 

Lemma 4.33 den dolayı α  nın bir çift dönüşüm olduğu gösterilmiş olur.                  ■ 

 

Örneğin 9n =   

 

( )( )[ ]1 2 3 4 5 6 7 8 9
1,2,3 4,5 6,7,8,9

2 3 1 5 4 7 8 9
α

 
= = − 

 

 

olarak alınırsa α  imajındaki eleman sayısı 9 1−  olan bir çift dönüşüm olup α   

nilpotent dönüşümlerin çarpımı olarak yazılabilir. Fakat  

 

( )( ) [ ]1 2 3 4 5 6 7 8 9
1, 2,3 4,5 (6) 7,8,9

2 3 1 5 4 6 8 9
α

 
= = − 

 

 

olarak alınırsa α  imajındaki eleman sayısı 9 1− ve bir çift dönüşüm olmayıp, 

nilpotent dönüşümlerin çarpımı olarak yazılamaz. 
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