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1.GIRIS

Bu tezde Interpolasyon Kavrami ve Kalan Teorisi incelenmistir.

Interpolasyon genel olarak asagidaki gibi tanimlanir.
| araliginda tanimh ve surekli bir f(x) fonksiyonu verilsin. I nin n+1 tane
farkli noktasi x,,X;,X,,...,X, olsun.P,, n-inci dereceden polinomlar kumesini
gostersin.
p(x)=Ff(x), xel i=0,1,...,n
olacak sekilde bir peP,  polinomu bulma islemine interpolasyon ve p(x)

polinomuna da x, noktalarinda f(x) icin interpolasyon polinomu denir. X,

i=0,1,...,n noktalarina ise, interpolasyon digumleri adi verilir.

Bu calismada Interpolasyonla ilgili teoremler, sonuclar ve ilgili érnekler
verildikten sonra kalan teorisi ele alinmistir.

Polinomlarla Interpolasyon igin Cauchy Kalani, Lineer Interpolasyon Igin
Hata ve En Iyi Hata Tahminleri ile Chebyshev Polinomlari konulari incelenmis ve

ornekler sunulmustur.
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2. TEMEL TANIM VE TEOREMLER

2.1 Lineer Denklem Sistemlerinin Cozumleri

Xg: X, -+, X, N tane bilinmeyen olmak tizere,
Z;aijxj =h, i=1,2,....n (2.1.1)
J:

olacak sekilde n tane lineer denklemden olusan lineer denklem sistemini g6zoniine

alalim.
Teorem 2.1.1 (Cramer Kurah) : Eger |A|= ‘aij‘ #0 ise (2.1.1) sistemi
> AD
=1

X, == r=12,...,n (2.1.2)
Al

ile verilen tek bir ¢coziime sahiptir.
Teorem 2.1.2 (Alternatif Teorem) : Eger Teorem (2.1.1) ’de bi=0
(i=1,2,...,n) ise elde edilen

ax; =0 i=1,2,...,n (2.1.3)
j=1
sistemine homojen denklem sistemi denir.

Bu sistemin trivial olmayan bir c¢o6zime sahip olmasi icin

(X, =X, =... =X, =0’dan basgka bir ¢6zlime sahip olmasi i¢in ) < ‘A‘ =0 olmasidir.
Eger belirli bir A:(aij) matrisi ve b; ’lerin her secimi igin homojen

olmayan (2.1.1) sisteminin ¢6zimleri varsa o zaman ‘A‘ #0 ve homojen denklem

sistemi trivial ¢ozime sahiptir.
Tanim 2.1.1 : X bir F cismi Uzerine bir vektor uzay olsun.
aX o X, .. ta X a ek, X eX
toplami x; ’lerin bir lineer kombinasyonu olarak adlandirilir.

Tanim 2.1.2 : X, X,,..., X, € X vektorleri verilsin. Eger

o X +a,X, +.+ap X, =0 *)
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olacak bicimde hepsi birden sifir olmayan «,a,,...,c, sabitleri bulunabilirse o
zaman X;,X,,...,X, vektorlerinin sonlu kiimesi lineer bagimlidir denir.
Buna karsilik (*) esitligi ancak ve ancak
ag=a,=.=a,=0

icin saglaniyorsa 0 zaman X, X,,...,X, Vvektorleri lineer bagimsizdir denir.

Tanim 2.1.3 : n>0 ve X bir vektor uzayr olsun. X ’deki her n+1 vektor
lineer bagimh ve X ’de lineer bagimsiz n tane vektoér bulunabiliyorsa X ‘e n
boyutlu vektor uzayi denir. Eger boyle bir sonlu n sayisi bulunamiyorsa X ’e

sonsuz boyutlu denir.
Tanim 2.1.4 : Her x € X vektor x. * lerin tek turli lineer kombinasyonu
olarak yazilabiliyorsa x,X,,... elemanlarinin kimesi X’ in bir bazidir denir.

Teorem 2.1.3 : X vektor uzayinin sonlu boyutlu olmasi igcin < birn>0

icin n elemanh bir baza sahip olmasidir.

Ornek 2.1.1 (R Uzayr) @ X=(X,X,,...,%,) gercel sayl n-lilerinin
olusturdugu n boyutlu vektor uzayina gercel n-boyutlu kartezyen uzay denir ve
R, ile gosterilir.

Bu uzayda X = (X,X,,....,X,) . Y=(YY,,..., ¥,) n-lisini g6z oniine
alalim. Vektor toplami ve skalerle ¢arpma,

X+y=(X+Y, X, +Y,)
ax=(aX,..,ax,)
seklindedir.

Bu uzayda e =(10,...,0), e,=(0,1...,0), ... , e,=(0,0,...,1) vektorleri
birim vektorlerdir ve lineer bagimsizdir. Bu vektorlerin olusturdugu baza standart
baz denir.

Ornek 2.1.2 (C, Uzayn) : (z,z,,...,z,) kompleks sayi n-lilerinin
olusturdugu n boyutlu vektor uzayina kompleks n-boyutlu kartezyen uzay denir ve

C, ile gosterilir. Vektor toplami, skalerle carpma ve birim vektor Ornek 2.1.1 *deki

gibidir.
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Ornek 2.1.3 (T Fonksiyonlar Uzayi) : S < Rolmak tzere tanim kiimeleri bu
S kiimesi olan butiin gercel degerli fonksiyonlarin olusturdugu uzay T ile gosterilir.

Bu uzayda f,g €T icin toplama ve skalerle carpma asagida oldugu gibi

tanimlanir.
(f+9g)(x)=f(xX)+g(x), xeS (2.1.4)
(af)(X)=af(x), xeS$S (2.1.5)

Bu uzayda 0 vektori O(x)=0 olan sifir sabit fonksiyonudur. Ayrica —f
fonksiyonu ,
(= F)(x)==f(x), XeS (2.1.6)
seklinde tanimlanan fonksiyonu gosterir. Bu tanimlarla T bir lineer vektoér uzayidir.

Eger S sonlu sayida noktadan daha ¢cogunu iceriyorsa T sonsuz boyutludur.

2.2 Turevlenebilir (Diferansiyellenebilir) Fonksiyonlar

Tanim 2.2.1 : f(x), I araliginda tanimli bir fonksiyon olsun. Eger

lim f(x) f(x )_ t'(x,) (2.2.1)

X—)X

limiti mevcutsa f(x) e bir x, el noktasinda turevlenebilir (diferansiyellenebilir)
denir.

Egerx,, | 'nin ug noktaslysa o zaman (2.2.1) *deki limit uygun olan tek yanli
limitle ifade edilir.

Iimf(x f(x =1 (%), Iimf(x f(x =1'(x)

X—)X X—)X

Eger f(x), | ’nin her noktasinda tlrevlenebilirse o zaman f(x)

tirevlenebilirdir.

Ornek 2.2.1: A(x)z‘x‘z{x izg verilsin.
- <

lim A(X _A( )_Ilm—o_llml 1,

x—0* X—=0 x=0" X—0 x-0*
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—A(0 _x—
(©) _ jim = 0 _lim(-1)=-1
-0 x—0" X—=0 X—0~

jim A)

x—0" X

dir.1# -1 oldugundan A(x) fonksiyonu x =0 da tureve sahip degildir. Diger her
noktada tirevlidir.

Eger f, I nin her noktasinda tirevlenebiliyorsa f'(x) tirevi cesitli
ozelliklere sahiptir. Ornegin [a,b] Uzerinde f'(x) tlrevinin | Gzerinde sirekli

olmasi dnemli bir dzelliktir.

[a,b] uzerinde sirekli fonksiyonlarin kiimesi C[a,b] ile gosterilir.Buna

karsilik [a,b] Uzerinde sirekli tirevlere sahip fonksiyonlarin kiimesi ise Cl[a,b]
ile gosterilir.
Bir f fonksiyonu verildiginde eger f'(x) tlrevi surekli ise f(x)e Cl[a,b]
dir. Bagka bir ifade ile ;
f(x)eCl[a,b] o f'(x) | a,b] araliginda sireklidir.
Tanim 2.2.2:Eger f(x), [a,b] Uzerinde n defa tirevlenebilirse ve f(”’(x)
[a,b] uzerinde surekli ise f(x)eC”[a,b} dir.Yani ;
f(x)eC'[ab] e ™ (x) sireklidir.
Tanim 2.2.3: Eger f(x)eC”[a,b], n=012.. (C°[ab]=C[a,b]dir.)
Yani n sonlu degilse 0 zaman f, [a,b] Uzerinde sonsuz tirevlenebilir denir.
Bu uzay Cw[a,b] ile gosterilir.
f (x)e C‘”[a,b} < f, sonsuz turevlenebilir. Ornegin f (x): X?,—00 < X < 00
fonksiyonu sonsuz turevlenebilir.Gergekten ;
f(x)=2x, f(x)=2 f(x)=0, £"(x)=f"(x)=..= {7 (x)=...=0

dir.

Teorem 2.2.1(Genellestirilmis Rolle Teoremi): n>2 olsun. f eC[a,b] ve

£ (x) fonksiyonlari (a,b) *nin her noktasinda var olsun.
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asx <...<X, <b igin f(x;) = f(x2) = ... =1f(x,) =0 olsun. O zaman
f D (£) =0 olacak sekilde x, <& <x, kosuluna uygun bir & noktasi vardir.
Teorem 2.2.2 : f(x) eC"*'[a,b] ve X, €[a,b] olsun. O zaman her a<x<b
icin
f(x)=f(x)+ f'(xo)(x—xo)+%(x—xo)2 +...

(n) X
...+M(x—xo)“+ij f D (t)(x —t)"dt
n! n!XO

dir.
2.3 Polinomlar

Tanm23.1:p,(z)=a,2"+az"" +..+a, a,#0 n>0 (2.3.1)

0

ifadesi n -inci dereceden bir polinom belirtir. Derecesi < n olan polinomlar ¢ ile
gosterilir. Polinomlarin katsayilarinin gercel ya da kompleks olmasina gore ayirt
edilir. p_ bir lineer uzaydir.

Teorem 2.3.1 (Cebirin Temel Teoremi):Derecesi n>1 olan n-inci

dereceden bir polinom bir kompleks koke sahiptir.

Teorem 2.3.2 (Carpanlara Ayirma Teoremi):Eger p_ (z) n-inci dereceden
bir polinomsa
P (z)=a,2"+a 2" +...+a,=a,(z-2)(2-2,)..(z-2,) (a,#0)
olacak sekilde n tane z,,z,,...,z, kompleks sayisi bulunabilir.
z, degerleri farkh olmayabilir. Eger n kompleks sayidan r tanesi (r <n)

2,2y,...,2 farkl ise o +a,+...+a, =n sartinl saglayan «,,a,,...,a, pozitif

r

tamsayilarini kullanarak

pn(z)zao(z—zl)a’l(z—zz)"’z...(z—zr)“r (2.3.2)

yazilabilir.

a, tek olarak belirlenir ve bu o, ’ler z ’lerin kag katli oldugunu gosterir.
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p.(z)=p,(z)=".=p“"(z)=0 pn(“i);to (2.3.3)
dir. Karsit olarak bu turev kosulu (2.3.2) ’yi gerekli kilar.
Teorem 2.3.3(Teklik) : Eger f(z)egon ve f polinomu n farkli noktadan

daha ¢ok noktada sifir oluyorsa bu polinom 6zdes olarak sifirdir.

Ispat: f ’nin derecesi k ve k <n olsun. Teorem 2.3.2 *den
f(z):ao(z—zl)...(z—zk)

dir. Hipotezden f (z*): 0 olacak sekilde z* # z,,z,,...,z, bulunabilir. O zaman

0=a,(z'-27)..(z ~z) byleki a =0 dir. Boylece f(z)=0 "dur.

2.4 Lineer Fonksiyoneller ve Cebirsel Dual (Eslenik) Uzaylar

Tanim 2.4.1 : X bir lineer vektoér uzayi olsun. Bu uzayda kompleks ya da

gercel sayilarla tanimli bir fonksiyon L olsun. Her x € X igin L(x) tek olarak
belirlidir. Eger her x,y € X ve her gercel (veya kompleks) «, £ icin

L(ax+ By)=aL(x )+ AL(Y)
ise 0 zaman L ’ye X lzerinde bir lineer fonksiyonel denir.

Ornek 2.4.1: X = C[a,b}olsun. X’in elemanlari f (x) fonksiyonlaridir.

L(f ): T f (x)dx veya L(f )= Jb‘xzf (x)dx
birer lineer fonksiyoneldir.

Ornek 242 :X =R olsun. X=(X,X,,....,X,) Ve a,..,a, sabit sayilar

olsunlar.

L(x)=) af(x)
(=2
bir lineer fonksiyoneldir.
Tanim 2.4.2 : X bir lineer uzay ve L vel,, X Uzerinde tanimli iki lineer

fonksiyonel olsun. L, ve L, "nintoplami ve « ile L ’in skaler carpimi,
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(aXI_l + I7Xx)= Ll(x)+ L, (x) XxeX
(b Xk, Xx)=aL, (x) (2.4.2)
seklinde gosterilir. (a) ve (b) Ozellikleriyle tim lineer fonksiyonellerin uzayi da bir

lineer uzaydir.

Tanim 2.4.3 : X bir lineer uzay olsun. X (zerinde (a) ve (b) kurallarinin
tanimli oldugu lineer fonksiyonellerin kiimesi bir lineer uzay olusturur ve bu uzay
X" ile gosterilir. X* "a X ’in cebirsel dual (eslenigi) uzay denir.

Ornek 2.4.3: X = C[a,b], Xps Xpyeeey X, [a,b] araligindaki n farkl nokta
ve f e X igin Lk(f)z f(xk) olsun. O zaman X* ’da L,L,,..,L, ’ler lineer

bagimsizdir. Aksi takdirde hepsi birden sifir olmayan a,...,a, sabitleri icin

n

al, +al,+..+a,L, =0 dir. Boylece her f eC[a,b] icin
(aL +a,L,+..+a,L)(f)=0(f)
af(x)+a,f(x)+.+a,f(x,)=0
dir. Buimkansizdir. Eger a_# 0 ise ¢ (Xk)= 1, f (Xi)= 0, 17Kk
Buradan a_= 0 celiskisine varilir.

Teorem 2.4.1 : Eger X n boyutlu ise X" da n boyutludur.
Ispat: x,,X,,...,x, X igin bir baz olsun. O zaman herhangi x e X igin
X=aX +aX, +...+a,X,
tek tarld yazilir. Bu yuzden
L(x)=a,L(x)+...+a,L(x,)

dir. Herhangi x € X kiimesi igin

—
N
—
>
~
Il
QD
N

(2.4.3)



2.TEMEL TANIM VE TEOREMLER Figen GULTURK

olarak tanimlayalim. L " ler X Uzerinde tanimli lineer fonksiyonellerdir ve lineer
bagimsizdirlar.

pL+BL+..+BL, =0
olsun. O zaman

ﬂlLl(xj)+,b’2L2(xj)+...+ﬂij (xj)+...+ﬂnLn(xj)zo(xj)zo

1 oi=j
dir. Fakat L, (xj)=5ij :{0 . dir. Clnkid L (xj):l olur ve

ﬂij(Xj):ﬂjl:ﬂj :>0+0+...+ﬂj1+0+...+0=0:>ﬁj =0
dir. Boylece L, L,,...,L, ’ler lineer bagimsizdirlar.

Boylece X* uzayi en azindan n boyutludur denir. Simdi biz bunun en ¢ok n
boyutlu oldugunu gosterelim.

n+1 fonksiyonel diisinelim. Bunlar L, L,,...,L,., olsun.

"1 N+l

[L(x) L) Li(%)]  i=12..,n+1
bicimindeki n+1 tane n-lileri g6z 6niine alalim.
R, (veyaC ) n boyutlu oldugundan bu n-liler lineer bagimsiz olamaz.

Boylece

o[ L (%) L (%) [+ [ L (%) s Ly (%) ]+ oot @ [ Lya (%) oo Ly (%) ] =0
olacak sekilde hepsi birden sifir olmayan o, a,,...,«,,, sayilari bulunabilir.
Bundan dolay
(b +.+ eyl )(%)=0 i=12,..,n

n+1—n+1

icin bu lineer kombinasyonlar ayri ayri x,X,,..., X, i¢in yazilir ve alt alta toplanirsa

n

ve lineerlik 6zelligi de kullanilarak diizenleme sonucu

X=aX +..+a,X,

oldugundan (el +...+,,,L,,,)(Xx)=0  x eX dir.

n+1-n+1

Bu yuzden L,,...,L,, lineer bagimli olur ve X* *in boyutu en fazla n olur.

Boylece X™ n boyutlu bir uzaydir.
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3. INTERPOLASYON
3.1. Polinomlarla interpolasyon

Teorem 3.1.1: n+ 1 tane z,,z,...,z, (gercel veya kompleks) farkli noktalar
ve n + 1 tane w,,w,...,w, (gercel veya kompleks) degerleri verilsin. ¢, n- inci
dereceden polinomlar kiimesini gostersin.

p,(z)=w 1=0,12,...,n (3.1.1)
olacak sekilde bir tek p.(z) € g, polinomu vardir.

Ispat:n+1tane a,,a,...,a, katsayili

p,(2)=a,+az +...+a,2"
polinomunu gz 6niine alalim.

(3.1.1) ’in kosullarini saglayan n + 1 tane a, bilinmeyenlerini icerenven + 1
tane lineer denklemden olusan ve kisaca

Q,+az+...+3,2' =W, i=01...,n (3.1.2)
seklinde gosterilen lineer denklem sistemi verilsin. Bu sistemin acik sekli;
a+az,+...+a,Zy =W,

n
Q+az+..+a,2 =W,

a+az,+...+a,z2, =W,
dir.

Bu sistemin Kkatsayilar determinantt z.,z,...,2

0! ~1r

den olusan ve

n

V(z,,z,...,z,) seklinde gosterilen Vandermonde determinantidir. O halde

z, 1zt z

1z, 722 - 1z}
V(z,,2,,...,2,)=[. *+ t (3.1.3)

1z, 2° 2!

dir.

V ’nin degerini bulmak icin asagidaki fonksiyonu g6z 6niine alalim.

10
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1z, Z,
V(2)=V(2,.2,....2,,2) = : (3.1.4)
1 Z,,4 z:—l
Z eeo 7"
V(z) e, 'dir. Clnki (3.1.4) determinantini son satira gore agarsak:

Z, Zg 1 Z; Zg 1 Z, Zg’l
V(z)=(=D"%1] ¢ Sl (DR O R ) b AN T :
Z,4 Z:—l 1 Z:—l Z:—l 1 Loy er:j

oldugundan determinantlar bir sayi olacaktir ve sag taraf z "ye gére n-inci dereceden

a, +az+...+a,z" seklinde bir polinom olur. Ote yandan z,,z,,...,z,_, sayilari i¢in

bu fonksiyon sifir olur. Yani bu sayilar V(z)’nin kokleridir. Gergekten (3.1.4)

determinantinin iki satiri ayni oldugundan determinantin degeri O olur. Boylece

V(z,,z2,,...,2,,,2)=ANz-2,)(z-2)...(z-2,,) (3.1.5)

yazilir ve burada A yalnizea z,,z,...,z,, sayllarina baglidir. A ’nin degerini

belirlemek icin (3.1.4) ’teki determinanti son satirin minériine goére acarsak z" ’in

katsayisinin V(z,,z,, ...,z, ;) oldugunu gortriz.
V(z,,z,....2,,,2)=NV(2,,2,....,2,,)(z2—-2,)(z=2)... (22, ;) (3.1.6)

dir. z yerine z, alirsak:

0=V(z,.2,....2,,)0(2,-2,)(z,-2)... (2, -2, ;) (3.1.7)

dirn=1icin i=0,1

V(z,,2,,...,2,,,2

v( ) 1 z,
z,,2,) = =7-1
0'"1 1 Zl 1 0
dir.
n=2igin i=0,1,2 (3.1.7) ’den
1z, z¢
V(z,,2,,2,) =V (25, 2)(2, - 2,)(2, - 2)| =L 7, Z12
1z, 72

= (21 - Zo)(zz - Zo)(zz - Z1)

11



3.INTERPOLASYON Figen GULTURK

- i>j ! : LJ = O!JJ
dir.
n=nicin (3.1.7) ’den
n (i=1...,n )
V(zg,..02,.1,2,)= [,—I(Zi -17;) Lj 0..n —1J (3.1.8)
dir.
n= Kk icin asagidakini dogru kabul edelim.
Kk
V(zy .. n2e02) =@ -2)
i>]
n=k + 1 icin dogru oldugunu gdsterelim.
V (Zoa ey Zk ) Zk+1) :V(Z()! e Zk—l’ Zk)(zk+1 - ZO) e (Zk+l - Zk)
k
= H(Zi - Zj)(zk+l -24) ... (21— 2)
i>]
k+1
= H(Zi -Z)
i>]j
bulunur.

Hipotezden z,,z,, ...,z n + 1 tane farkli nokta olduklarindan V =0 ’dir.

n

(Determinantin butln satirlari birbirinden farkh olduklarindan V =0 ’dir.) Boylece

katsayilar determinanti O “dan farkli olan (3.1.2) sistemi tek ¢6ziime sahiptir.

3.2. Sonlu Interpolasyonun Genel Problemi

Teorem 3.1.1 ’de n + 1 degeri esas alarak g ’in elemani olan bir polinomu

yeniden kurduk. n+1 degerle lineerligi nasil bagdastirabiliriz. Bunu polinomlar
disinda fonksiyonlar icin de yapabilir miyiz? Bu sorular bizi asagidaki genel

probleme géturar.

X', n boyutlu bir vektor uzay ve L, L,,...,L, X Uzerinde tanimli n tane

lineer fonksiyonel olsun. w,,w,, ...,w_ degerler kiimesi igin,

12



3.INTERPOLASYON Figen GULTURK

L(x)=w, i=12,...,n (3.2.1)
olacak sekilde bir x € X bulabilir miyiz? L;, X* *da lineer bagimsizsa cevap evettir.

Yardimci Teoremi 3.2.1: X n boyutlu bir vektoér uzay olsun. Eger

X, Xy, .o, X, ’ler X ’de lineer bagimsizsa ve L, L,,...,L, * ler X* ’da lineer

bagimsizsa o zaman
IL(x)| =0 (3.2.2)
dir.

Karsit olarak eger x,X,,...,X, veya L;,L,,...,L, gruplarindan biri lineer
bagimsiz ve (3.2.2) saglaniyorsa diger grup da lineer bagimsizdir.

Teorem 3.2.2 : X n boyutlu bir vektor uzayi olsunve L, L,,...,L, X*’Inn
tane elemani olsun. (3.2.1) interpolasyon polinomunun Kkeyfi w,w,,...,w,
degerlerine karsilik bir ¢ozime sahip olmasi icin gerek ve yeter sart L;, i=1, 2, ..., n
fonksiyonellerinin X* icinde lineer bagimsiz olmasidir. Cozum tektir.

Ispat (<): Eger L,,L,,...,L," ler X* "da lineer bagimsizsa ve X;,X,,...,X,’
ler X ’de lineer bagimsizsa o zaman Yardimci Teorem 3.2.1 ’den ‘Li(xj)‘ #0 dir.
Bdylece

L(ax, +aX, +...+ax,)=w i=12...,n
veya
aL(x)+a,L(x)+...+a,L(x)=w, (3.2.3)
sistemi a,, ...,a, ¢ozumine sahiptir. Ve Zn:aixi elemani interpolasyon probleminin
i=1
¢cOzimuddr.

(=): Eger (3.2.1) problemi keyfi w; - ler i¢in bir ¢dzime sahipse, o zaman
(3.2.3) sistemi keyfi w; - ler icin bir ¢dziime sahiptir. Teorem 2.1.2 ‘Li(xj)‘;to
oldugunu gosterir ve Yardimci Teorem 3.2.1 *den L; ’ler lineer bagimsizdir.

‘Li(xj)‘ determinanti genellestirilmis Gram determinantidir. Bunun sifir
olmayisi ile interpolasyon probleminin  ¢6zumunin olmasi  esdegerdir.

Fonksiyonellerin lineer bagimsizhik 6zelligini interpolasyon 6zelligi olarak

13



3.INTERPOLASYON Figen GULTURK

sOyleyebiliriz.
Ornek 3.2.1: X, [-1,1] arahginda tanimh a, +a,x*  formundaki

fonksiyonlarin kiimesini gostersin. X ’in boyutu 2 ’dir. Cinkii bu uzay 1 ve x°

fonksiyonlarinin lineer kombinasyonlarinin kimesidir. Eger -1<x;,x, <1 igin

L,(f)=f(x) ve L,(f)=f(x,) ise lineer bagimsiz 1 ve x*elemanlari igin

genellestirilmis gram determinanti

1 X

1 Xzz = (Xz - Xl)(XZ + X1)

dir.
3.3. Interpolasyon Ozelligine Sahip Olan Sistemler

Ornek 3.3.1 (Farkli Noktalarda interpolasyon) :
X=p.,, L(f)=1(), L(f)=1(z), ..., L(f)=1(z)
Burada z =z, , (i= jigin)dir. Ek olarak;
Taylor interpolasyonu:

X =0, L(D=1@z) LO=F@) ..., L(H)=f"Q)

seklinde tanimlanir.

Bu ornek Teorem 3.1.1 ile aynidir. Cunkd Teorem 3.1.1 **z;,z,,...,z, gibi
n+1 tane farkli nokta ve w,,w,, ...,w, degerleri igin
p,(z)=w, 1=0,12,...,n (3.1.1)

olacak sekilde bir tek p,(z) € g, polinomu vardir’” ifadesine sahiptir. Ote yandan X
n boyutlu bir vektor uzayr ve L, L,,...,L, X lzerinde n tane lineer fonksiyonel ve
W, W,, ...,w, degerleri olmak tzere eger L; ’ler lineer bagimsiz ise
L(xX)=w, 1=12,...,n (3.2.1)
olacak sekilde bir xe X vardir.
Once x ile f aynidir. Ote yandan Ornek (3.3.1) ’de fonksiyoneller

Ly, Ly, ..., L, olmak lzere n+1 tanedir. X =g, uzayini aldigimizdan ilk anlatimda

14



3.INTERPOLASYON Figen GULTURK

x ve f, o = X’in elemanini ifade ederler. Boylece

n

f(2)=p,(2)=a, +a,z+a,2° +...+a,2
f(z)=p,(z)=8,+az+a,z°+...+a,z' =w, i=012...,n (3.12)
L(f)=f(z)=p,(z)=8,+az +a,z’ +...+8,2] =W,

Lo (1) = f(25) = P.(20) = W,

L(f)=f(z)=p.z)=w,

L, (f)=1(z,)=p,(z,) =W,
dir.
Ornek 3.3.2 ( Hermite interpolasyonu) :
X =gy, Indekslemedeki zorluklari 6nlemek igin, fonksiyonel informasyonu L
sembolind kullanmadan listeledik.

Eger p egp, Ise, ve

p(z,)=0, p'(z)=0, ..., p™(z)=0
p(z,)=0, p'(z)=0, ..., p™(z)=0 (3.3.1)
p(z,)=0, p'(z,)=0, ..., p™(z,)=0

sartlari saglanirsa ve N=my+m +...+m +n olmak Uzere p=0 oldugunu
goOsterecegiz. Carpanlara ayirma teoreminden p, (3.3.1) ’in sonuncusu disinda yani
p™(z,) =0 diginda digerlerini saglarsa
p(2) =A@ (z-2,)" " (z-2)"" ... (z-2,)™" (2 -2,)"™ (*)
dir.
(*) *daki p(z ) ’ nin derecesini incelersek;

der[p(z)]=m, +1+m +1+...+m _ +1+m
= my+m+...+m +n=N

dir. O halde A = A(z) sabittir.
p(z) polinomu igin m, -inci mertebeden turev alindiginda ve bu tirevde z

yerine z, konuldugunda (3.3.1) ’in son kosulundan dolayi sonucta
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3.INTERPOLASYON Figen GULTURK

p™(z,)=A(m )Nz, —z,)™"...(z,-2,,)™" =0
olur ve ayrica z; # z; oldugundan burada A = 0 bulunur. Dolayisiyla p=0 bulunur.
Homojen interpolasyon problemi yani p(z)=0 i=0,1...,n yalnizca 0

¢ozimine sahiptir. Yani katsayilar determinanti 0 ’dan farkhdir. Teorem (3.2.1)
"deki gibi homojen olmayan denklemin de tek ¢6zum vardir.
Ornek 3.3.3 (Trigonometrik interpolasyon) :

1,cos X, ...,C0SNX,sin X,sin 2x,...,sinnx ’in lineer kombinasyonu derecesi n

“den kigcik olan trigonometrik polinom olarak bilinir.

Karsilik gelen lineer uzay 7, ile gosterilir. Boyutu 2n+1 ’dir. Bu
kombinasyon z,(x) ile gosterilirse ,
7,(X) = A, + Acosx+ B sin x+...+ A, cosnx+ B, sin nx
ile yazihr. T, ez, dir.
X=1, Ly(f)="1(x), L(f)=f(x),...,L, ()= f(x,,)
<Xy <X <o <Xy, <7
dir.
fo(x)=1 f(x)=cosx, f,(x)=sinx,...,f, ,(x)=cosnx, f, (X)=sinnx
Sistemin determinanti:

Lo(fo) LO(fl) Lo(fzn)

G Ll(:fo) L(f) - Ll(:fzn)

LZn(fO) L2n(f1) I—2n(f2n)
dir.
Lo(fo):]-
Ll(fo): fO(X:L):l

.LG(fo) = fo (in) =1

16
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L, (f,) = f,(x,) =cosXx,
Ll(fl) = fl(xl) =CO0S X

L2n ( fl) = fl(XZn) = C0s X2n

dir. Bu sekilde diger sttunlar bulunur.

1 cosx, sinX, C€0S2X, sSin2x, -~ COSNX, SiNnNx,
1 cosx, sin cos2 sin2 -+ €osn sinn

G- 1 S % . SOl B TP
1 cosXx,, SinX,, CO0S2X,, SiN2X,, -+ COSNX,, SINNX,,

G ’yi hesaplamak icin elemanlari kompleks forma donlstlrelim. 3. ve 5. ... (tek
sttunlari ) i ile carpip sirasiyla 2. ve 4. ... (cift situnlara) sttunlara ekleyelim. Bu
durumda

nix

2ix; SinZXj ooe™ Sinnxj‘ j:0,1,2,...,2n

G:‘l g™ sinx; e

elde edilir.

3. ve 5. ... sutunlari 2i ile carpip onlara 2. ve 4. ... sutunlar eklenirse,

(—2i)“.G:‘1 e e o™ e ™ ™ j=012..,2n
elde edilir.
Boylece kalanlar kendi arasinda yer degistirirse;
()" (20 G =™ e 1 T ™
olur. Simdi j. satiri €™ ile carparsak j=0,1,...,2n
gborr o) (L)) (i)' G =fL &% €™ .. ™

olur. Son determinant Vandermonde determinantidir. (3.1.8) *den

eni(x0+xl+...+x2n).(_l)n(n+l).(_Zi)n.G _ ﬁ(eixj _ eixk )

j>k

bulunur. x; tizerindeki kosullardan dolayi €™ =e™ ve o halde G =0 "dur.
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3.INTERPOLASYON Figen GULTURK

Trigonometrik Interpolasyonun Ozel Hali :

v

X=r, LZk(f)=J.f(x)coskxdx, k=01,...,n

n

-7

LZk_l(f):I f(x)sinkxdx, k=1...,n

-

dir.
3.4. Cozuimun Tekligi

f,(x), f,(x),---, f,(x) fonksiyonlari bir | araliginda tanimli olsun.

Xi .. X, €l ve w,w, ...,w nfarkh deger olsun.

dafi(x)=w, j=12,...,n (3.4.1)
i=1

interpolasyon probleminin tek ¢6zlime sahip olmasi igin gerek ve yeter kosul
|£,(x;)| %0 (3.4.2)
olmasidir.

Tanim 3.4.1 : Bir S kiimesi Uzerinde tanimh n tane fonksiyondan olusan

f, f,, ..., f, sistemi verilsin. Eger (3.4.2), S ’den secilen her n farkh nokta igin

saglanirsa, o zaman bu fonksiyon sistemine S (izerinde tek ¢6zim denir.
Noktasal interpolasyonda ¢O6zumin tekligi tek ¢6zim sistemiyle ortaya
konulabilir.

f, f,,..., . sisteminin S Gzerinde tek ¢ozim olmasi icin gerek ve yeter
kosul f., i=1,2,...,n lerin lineer kombinasyonunun S *nin farkli n noktasi
icin 0zdes olarak sifir olmasidir.

Ornek 3.4.1 :1, x* sistemi [0,1] tizerinde tek ¢oziimdir. Fakat [-1,1] lizerinde
tek ¢ozlim degildir.
Gozum : f(x)=1, f,(x)=x* verilsin.

X, X, €[0,1] =1 ve farkli iki nokta yani x, = x, icin (3.4.1) ifadesi
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2
dafi(x)=w, j=12
i=1
seklinde olur. Bunu agik yazalim.

a, fi(x)+a,f,(x)=w, } *
afi(x))+a,f,(x,)=w,

(*) sisteminin tek ¢oziime sahip olmasi icin katsayilar determinantinin sifirdan farkl
olmasi gerekir. Yani

f.(x) f,(x)

LIC o PR

olmasidir.

X, #X, Ve X,X, €[0,1] igin

2 2

1 2
A:‘fi(xj)‘: X12:X2_X1:(X2_X1)(X2+X1)¢0
1 x

2

dir. Boylece [0,1] arahigi igin x, # X, iken A =0 dir. Fakat eger | = [-1,1] alinirsa bu
mimkin olmaz ciinkil, x, ve x, =—x, alahm. x, #x, dir. Fakat x; =%’ ’ dir. O

halde A = 0 olur. Bdylece [-1,1] araliginda bu fonksiyon sistemi tek ¢6ziim olamaz.
Ornek 3.4.2:1,x,x%,...,x" sistemi herhangi bir [a,b] kapali aralig (izerinde

tek ¢Ozumddir.

Cozim : f(x) =1, f,(x) =X, f,(x)=x%, ..., f,(x)=x" verilsin.
Farkli x;,X,,...,X,, X,,; noktalari Teorem (3.1.1) ’den
A:‘fi(xj)‘:? X % X; =V (X, Xy, -, X,,,) #0
i X X, o x';

n+1 n+1 n+1

olup, 1,x,x%,...,x" sistemi tek ¢cozimdiir.
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3.5. Lagrange Interpolasyon Formiilii

o , 71 , ., In farkli noktalar olsun ve n. dereceden

(@)= Emn)E=2) .. @=2)2 =) . (222)
‘ (2, —2,)(z, - 2) ... (2, -2, ) — Z,y) - (2, — Z,)

k=01,...,n (3.5.1)

polinomlarini g6z 6nune alalim ve burada

0 eger k= jise

Ik (Zj)=5kj :{ (3.5.2)

1 eger k= jise
dir.

W,,W,, ..., W, degerleri igin
p.(2) =D W 1, (2) (3.5.3)
k=0

polinomu g, ’dedir. py(z) ’nin acik sekli:
P, (z.) =Wyl (z,) + Wl () +...+ Wl (z,) +...+ W] (z,)
oldugundan
p,(z,) =W, k=01,...,n (3.5.4)
dir.
(3.5.3) formilii Lagrange Interpolasyon Formiilii olarak adlandirilir.

(3.5.4) interpolasyon problemi tek bir ¢dzlime sahiptir.

Bir alterne form yararh olacaktir.
wW(z)=(z-2,)(z-2)...(z-2, ,)(z-2,)(z-2..,)...(z—2,) (3.5.5)
O zaman
W (z,)=(z,-2,)(z,-2) ... (2, -2, )2 - 2,.1) --- (2, — Z,,) (3.5.6)
dir. Boylece (3.5.1) formili :

_ W)
I (2) = W) (3.5.7)
olur. (3.5.3) formilu :
0. (2)= 3w, — ) (3.5.8)

k=0 ‘ (z-z)w'(z,)

olur.
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l.(z) polinomlari noktasal interpolasyon igin temel polinom olarak
adlandirihr.
w; sayilari, z;i noktalarinda f(z) fonksiyonunun aldigi degerlerdir, yani

w; = f(zi) ’dir. (3.5.8) ile verilen py(z) polinomu z,,z,...,z, noktalarinda f(z)

n

fonksiyonunun aldigl w degerlerinden olusur.

Eger,
_N N w(z)
P, (2) = ; f(z )1 (2) —kZ:O f(z,) =z W) (35.9)
ise
P (z) = f(z) k=0,1,...,n (3.5.10)

dir. Burada (3.5.9) interpolasyon probleminin aldigi yeni sekil ve (3.5.10) da onun
¢cozimadar.

Tanim 35.1 :z,z,...,z, noktalarinda f fonksiyonu ile ¢akisan yani

(3.5.10)’u saglayan g, sinifinin bir tek polinomunu p,( f.z) ile gosterecegiz.
Varsayalim ki q(z) e, olsun. O zaman q n+1tane q(z) i=0,1...,n
degeriyle tek olarak belirlenir. Boylece
p,(0;2) =q(2) (3.5.11)
ozdesligine sahip oluruz. Simdi q(z) = (z-u)’ alahm.j=0,1,...,n ve u bagimsiz

bir degisken olsun. (3.5.9) ve (3.5.11) ’den
(z-u) =Y (z-u'lk(2) j=01,...n (35.12)
k=0

0zdesligini elde ederiz.
(35.12)’den j=0 icinve j=1,..., n igin u =z segilirse,
> (2)=1 j=0
. (3.5.13)
Y (z,-2)'I(z)=0  j=12,...,n
k=0

elde ederiz.

(3.5.13) ’deki n+1 tane Ozdeslik 1,(z) temel polinomlari ig¢in Cauchy

bagintilari olarak adlandirilir.
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Temel polinomlarin énemi (3.5.2) 0Ozdesliginde yatar ve interpolasyon

probleminin (3.5.9) *daki acik sekliye sonuclanir.

Gercekten;
P (2) =2 (2 (2) "
= f(z)lo(z)) + F ()L (z))+...+ F(z)1, (7))

dir. j=k=0 icin;

P, (z,)=f(z,)+0+0+...+0
j=k=1icin;

p,(z)=0+f(z)+0+0+...+0
dir.

Lo(f)=f(z), L(f)=f(@),..., L,(f)="f(z,)

L) =4 (3.5.14)

olarak yazilabilir.

Bu durumda [,(z) polinomlari ve L, fonksiyonellerine biortonormal denir.

Verilen lineer bagimsiz fonksiyoneller kimesi icin polinomlarin biortonormal
kiimesini daima bulabiliriz. Gergekten asagidaki teoremde Lagrange formulunin
genellestirilmisine sahip oluruz.

Teorem 3.5.1: X, n boyutlu bir vektor uzayi olsun. L,,L,,...,L, X*’dan
tane lineer bagimsiz fonksiyonel olsun. O zaman X ’in n tane lineer bagimsiz
X, X5, ..., X elemanlari

Li(x})=6; (3.5.15)
olacak sekilde tek olarak belirlenir.

Herhangi bir xe X igin,
x=> L(xX)x (3.5.16)
i=1

dir.

W,,W,, ..., ’lerin her segimi igin,
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X:ZWiXi* (3.5.17)
elemani
L(xX)=w, i=12,...,n (3.5.18)

interpolasyon probleminin tek ¢ozimudur.

Ispat : X,X,,...,x, X ’in bazi olsunlar. Yardimci Teorem 3.2.1 ’den
‘Li(xj)‘;to dir. Eger x; =a; X, +...+a,X, j =12, ..., n ise determinant kosulu
(3.5.15) sisteminden a; j=12,...,n katsayilarinin gdzimini x;,x,, ...,x, tek
olarak belirlenecek sekilde garanti eder.

Gergekten, x; (3.5.15) "de yerine yazilirsa;

Li (ajlxl +...+ ajnxn) = 5ij

veya
aL(x)+...+a,L(x)=0 1=12,...,n
i=1icin alel(X1)+aj2L1(X2)+"'+ajnL1(Xn)=§1j
i=2icin a;L,(x)+a;,L,(X,)+...+a;,L,(X,) =&, )
. 1
i=n icin alen(X1)+aj2Ln(X2)+"'+ajnLn(Xn):§nj
dir.

j=1igin x; =a,X +...+a,X, kombinasyonundaki a,...,a, Kkatsayilari
(*1) sisteminde j=1 alinarak olusturulan sistemin ¢6zimu olarak belirlenir. Clnku,

L0y L) -~ Lx)

L) <|209 L0 LG

Ln(xi) Ln(xz) Ln(xn)
dir. (1) "den a,Ly(%) + 8L, 06) + .. + 8, Ly(x,) =8, 1

allLZ(X1)+a12L2(X2)+"' + a‘.lnLZ(Xn) :521 =0

a, L, () +a,L, (%) +... +a,L,(x,)=5,=0
dir.
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Bu sistemin bilinmeyenleri a,,...,a, olup katsayilar determinanti
‘Li(xj)‘ #0 “dir ve ¢oziim tek olup x; "in katsayilaridir ve x; tek olarak belirlenir.

Benzer sekilde yani (3.5.15) saglanacak sekilde X,X;,...,x  sistemi tek olarak

belirlenir.

Teorem 3.2.2 ’den dolay! interpolasyon probleminin her j icin ¢6zumu tektir
ve Yardimci Teorem (3.2.1) *den dolay1 x; ’ler lineer bagimsizdir.
(3.5.16) "nin tekligi:
y= z Li (X)Xi*
i=1
olsun. O zaman
L;(y) =2 L)L, (%) (*)
i=1

olur. Boylece (3.5.15) "ten L;(y)=L;(x) J=1,2,...,n bulunur. Clnki Li(x}*):b‘ij
olup i ve j yer degistirirse,
Lj (X.*) = 5ji
olur. (*) ’dan
Lj (y)= z L (X)é‘ji
i=1

=L (X))o, +L, (X))o, +...+L;(x)5; +L
=L;(x) j=L12,...,n

(X0 +--- T L, (X) 55,

i+l i

bulunur. Tekrar n kosullu interpolasyondan dolay! L, tektir, y = x ’tir ve bu da

(3.5.16) "nin tek olarak kurulabilecegini séyler. (3.5.18) benzer olarak kurulur.

(Bu teoremde ve tezin kalan kisminda yildiz isareti (*) biortonormal veya
ortonormal kumelerin elemanina sembol olarak uygulanir. Bir uzay semboli
uzerindeki yildiz isareti conjugate (eslenik) uzaylari gosterir. (3.5.18) interpolasyon
probleminin ¢6ziimi determinant formunda verilir.)

Teorem 3.5.2 : Teorem 3.5.1 saglansin ve x,,...,X, X ’in bazi olsunlar.

n

Eger w,,...,w, keyfi sayilarsa,

24



3.INTERPOLASYON Figen GULTURK

0 )(1 XZ Xn
A L)L) e L) (3519
G|: :
W, Ln(xl) Ln(xz) Ln(xn)
elemani L,(x)=w, i=12,...,n interpolasyon problemini saglar.
Ornek 3.5.1 (Taylor Interpolasyonu) :
X=p, L(f)=1(z), L(f)=Ff"(z), ..., L(F)=1"(z)
Zo =0 alirsak,
X=p, L()=10), L(H)=f(0),...,L(f)=f"(©)
olur.
1.(2) = % n=0,1,... olsun. O zaman
0 2 3

b@=5=1 L@=2, L@=7. L@=5. ...

dir.
(3.5.14) baglantisina gore, (Li(l;)=9;)
L) =190 -[ 2 R R ) A P A S
S U J! L=
bulunur.

3.6. Newton Formulu

(3.5.3) ve (3.5.17) Lagrange Interpolasyon formilleri bazi engeller

icermektedirler. Eger n boyutlu uzaydan, bir boyut ylksek olan uzaya ge¢cmek

istersek X, %, ..., X,

n

eski kumesiyle ilgili olmayan v,,y,,...,Y,,, elemanlarinin
tamamen yeni bir kimesini belirlemeliyiz. Newton gosterimiyle hem x,,x,,... baz

elemanlarinin - hem de L,L,,... belirlenmis fonksiyonellerinin  lineer

kombinasyonunu alarak bu engeller ortadan kaldirilmaya calistlir.

Z,,Z,,...,Z, n +1 farkli nokta olsun. n+1 tane bagimsiz Newton polinomu
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1,(z2-2y),(z—2,)(z-12),....(2-2,)(z-2)...(z—2,,)
seklindedir.
Verilen wy,w,, ...,w, degerleriigin,
p(z)=w, i=01,...,n
olacak sekilde g, “de bir tek p polinomu vardir.
Eger bu eleman
p(z)=a,+a,(z-2z))+a,(z—2))(z-2)+...+a,(z-2,)(z-2)...(z-2,,) (3.6.1)

formunda temsil edilebilirse s6z konusu polinom gérilmas olur.

a, sabitlerini bulmak icin ardisik olarak z=1z,, z=1z, ... koyulur ve elde
edilen lineer denklemler ¢ozulur. [(3.6.1) ’den ve p(z)=w, =01, ...,n
kabuliinden):]

8 =W
_W W,
Z,— 1,
a, - 1 (WZ—WO_WI—WO] (3.6.2)
L, =4\ I, 1, 2, -1,

bulunur.

Not edelim ki z,,...,z, noktalarinin belirli kiimesi i¢in her a;, w; ’lerin bir

n

lineer kombinasyonudur. Ve Ustelik a, yalniz w, ’a baghdir. a, w,, w,, z,,z ’e

baglidir ve a, ise w,, w,, W,, z,, z,,z,” ye baglidir.
Tanim 3.6.1 : (3.6.2) ile ifade edilen a,; sabitlerine z,,z,,...,z; "ye gore

Wy, W, .., W, degerlerinin j-inci kesirli farki denir ve

0
a, :[WO,Wl,...,Wj:' (3.6.3)

seklinde gosterilir.

n

(3.6.1) ’de z" ’in katsayisI a,, (3.5.8) ’de z" ’in katsayisi Z M.

o W(z,)

Bundan dolay
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a :[wo,wl,...,wn]:zn: e (3.6.4)

bulunur. Burada
w(z) =w,(2) = (2-2,)(2-2,)..(z-2,)
dir. (3.6.4) ’ten

a, =W,

W,
a = o 1
=4, 1,1

W Wy W,
a, = + +
(Zo - 21)(20 - 22) (Zl - Zo)(z1 - Zz) (Zz - Zo)(zz - 21)

(3.6.5)

dir.
Eger w, ’ler f fonksiyonunun z; ’deki f(z;)=w; degerleri olarak alinirsa,

(3.6.1) ve (3.6.3) U birlestirerek;
p.(F:2)= D[ F(2), (@), T (2)](2-2)(2-2) . (2-7,.) (3.6.6)

w,(z)=1
elde edilir..
Gergekten ; (3.6.3) “ten dolayi
a =[Wo, W,,..., W, | =[f(2,), T (z),.... T(z)]

dir. w(z)=w,(z2)=(z-2,)(z-2)...(z—2z,) olup, w ,(z)=1=z-1z, olmak lzere,

Wk—l(z) = H(Z - Zi—1) = (Z - 2—1)(2 - Zo)(z - 21) v (Z - Zk—1)

olur. Boylece (3.6.1) ’den

JORDIN § (CEEMED RXVME

yazilir. Béylece (3.6.6) bulunmus olur.

Tanim 3.6.2 : Interpolasyon polinomunun (3.6.6) formuna bir f(z) fonksiyonu
icin sonlu Newton serisi denir.

20,202

sabitleri icin L, L,...,L, lineer fonksiyonellerini (3.6.5)

n n
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3.INTERPOLASYON Figen GULTURK
semasina uygun olarak asagida oldugu gibi tanimlayalim.
Lo(f) = f(z,)
L(f) =) e (36.)
Zy—1, L,—1
olur. Burada L, (f)=a,, f(z)=w, 1=0,12,... 'dir.
Bu durumda (3.6.6) formulii:
p.(f:2) =2 L(f)w,,(2) (3.6.8)
k=0
seklini alir.
Eger 0<j<n-1 ise, w;(z) e, oldugundan
w;(2) = p,(W;(2);2) < p,(W;(2);2) - w;(2) =0 *)
olur ve boylece
w;(2) = D" L (w; (2)w4(2) (3.6.9)
k=0

elde edilir.

Gergekten , (3.6.6)dan, f(z)=w;(z) olmak tzere p,(w;(z);z) ve w;(z) icin

z2=1,,2,...,Z, noktalarindaki degerlerine bakalim.

Once (3.6.6) "da f(z) =w;(z) alalim ve bunu agik yazalim.

Pu(1(22) = X[ W, (2) Wy (2, W, (2)] @ -2)(2=2) . =7,1) ()

= W,(25) [(2—2.0) +[ W, (2), W; (2,) | (2= 2) +[ W, (2), W; (2,), W, (2,) | (2 - 2,)(2 - 2,)

+... +[Wj (20),W;(2), -, W, (zn)](z -2,)(z-2)...(z-2,,)

olur. Simdi (*) "1 gosterelim. (**) *dan:

z=1, icin p,(w;(z,);Z,) :[Wj(zo)].1+0+...+0:Wj (z,)

z=1z igin p (w;(z);z)= [wj (zo)].1+[wj (20), W; (zl)](z1 -2,)+0+0+...40
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3.INTERPOLASYON Figen GULTURK

Wj (Zl) - Wj (Zo)

1 0

= Wj(zo)+

(Zl - Zo)

= w;(z)
dir. Digerleri de ayni sekilde gosterilir.

Bu sekilde (*) ’daki esitlikler z=2,,z,...,z, degerleri igin n +1 farkh
noktada saglanir. Bu n. dereceden bir polinomun n+1 defa O oldugunu gosterir. O
halde bu polinom 0’a 6zdestir. Bundan dolayr (*) ’in 1. esitligini ve (3.6.8) i
kullanarak da (3.6.9) "u elde ederiz.

(3.6.9) "da ardisik olarak j =0,1,2, ... alinirsa

L (W, (2)) = &, (3.6.10)
olur.

Teorem 3.6.1: X sonsuz boyutlu bir vektér uzay ve X ’in elemanlarinin bir

dizisi X,,X,,... olsun. Her n igin Xx...,x,’ler lineer bagimsiz ve X* ’daki lineer

fonksiyonellerin bir dizisi L, L,,... olsun. Her n i¢in nxn determinanti olan

L) #0 (3.6.11)

i,j=1
kabul edelim.

O zaman a; =0 olmak Uzere a; ve b; sabitlerinin tek olarak belirledigi

L1 =a;, L1 X =%
L, =a,L, +a,L, X, =b, X, +%X, (3.6.12)
I—3 =3y I-1 + a5 Lz +ag L3 X3 = b31X1 + bszxz + X3

seklinde iki ticgensel bolge varsa
L) =6, ii=12... (3.6.13)
dir.
Ispat : L;(x;)=1 oldugunu gostermek istiyoruz. (3.6.12) ’nin 1. satirindan
x, =%  oldugundan  L/(x;)=L(x)=a,L,(x)=1 olmahdir.  Buradan
a,, = L,(x,)™ # 0 olur. Yani (3.6.11) ’den dolayi payda sifir olmaz.

Ispati timevarimla yapacagiz. i,j =1,2, ..., n icin (3.6.13) ’tn saglandigini

29



3.INTERPOLASYON Figen GULTURK

kabul edelim.
a; 1
a,, a,, b,, 1
a,, a, ... a, O T
a,#0= a,a,,...a, 0 vebhoylece
L(x))=6; ij=12,..,n (3.6.14)

saglandigini kabul ediyoruz

Ilk once b,,,.,b.1,5---.0,1,,1 ve bu degerler bilgisiyle sonra

1 ~n+l,n?

a,...a a degerlerini a ,.,,# 0 olmak kosuluyla bulabilecegimizi

ne1 0 Anit 2 8nygnag
gOsterecegiz ve sonugta
L(x)=5,, ij=12,...,n+l (3.6.15)
esitligi saglansin. Boylece timevarimla istenen sonuca ulasmis oluruz. (3.6.15) ’te
yer alan fakat (3.6.14) ’te yer almayan kosullar:
L(x,)=0 i=12,...,n

*

L,(x)=0 i=12...,n (3.6.16)

n+l
Loa(Xi) =1
dir.
(3.6.16) "nin ilk esitliginin ortaya koydugu n denklem asagidaki sistemi verir:

Ll*(X:Jrl) = O
LZ (X:+l) = 0

LT] (X:+l) = 0

Bunun agik sekli:

*

(3.6.12) tablolarindan sagdaki x__.,’a LI i=1,2,...,n uygulanirsa,

n+1
L, (X,.,) =L (lex1 + szxz +...+b X, +X,,,)=0

n+1,n*n

olur. Buradan
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bn+1,1LI(X1) + bn+l,2 LI(XZ) t+...+ bn+1,n Ll*(xn) = _Ll*(xn+1)
bn+1,lLZ (Xl) + bn+1,2 LZ (XZ) +.o..F bn+l,n L; (Xn) == LZ (Xn+l)

(*1)
n+ll n(X1)+bn+12 n(X2)+' n+ln n(X )_ L (Xn+l)
bulunur.
Bu sistemin katsayllar determinanti sifirdan farkli ise yani
i, 1—1
Ise, sistem tek ¢Oziime sahiptir.
L) Lo - Li(x)
_|L0) L) e L(x,)
L) Lo - Li(x,)
a11|-1(x1) a11|-1(xz) a11L1(Xn)
_ 321L1(X1)+a22|-z(x1) a21L1(x2)+a22L2(x2) a21|-1(X1)+3-22L2(Xn)
anlLl(X1)+an2L2(X1)+"' nn n(Xl) anlLl(Xn)+an2L2(Xn)+ +annLn(X)

dir. Bu son determinanti ¢arpanlara ayirarak yazarsak,

&, 0 0 - O] IL(x) L(x) - LX)
o - 0 L2(X1) L2(X2) Lz(xn)

a‘nl an2 an3 ann Ln(xl) Ln(XZ) Ln(xn)

= a1la'21 e a'nn
dir. Clnku hipotezden a; #0 1=1,2,...,nve (3.6.11) "den
Lo,

dir. Boylece (3.6.16) ’nin ilk esitliginin olmasi igin gereken ve yeterli olan kosul

Ijl

saglanmis olur. BOylece (*;) sisteminden b, ,,,,b..,,,...,b,,,, Katsayilari tek olarak

bulunur. (3.6.16) "nin ikinci grubu ve son denklem dikkate alinarak L., doniisimii

n+1

X, ’a i=1.2,...,n+1uygulanirsa,
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L..(x)=0 i=12,...,n+1den (3.6.12) kullanilirsa,
LT1+1(X:) = an+1,1Ll(Xi*) + an+l,2L2(Xi*) +...+ an+l,n+1Ln+l(Xi*) = O
dir.Buradan asagidaki sistem elde edilir.

an+1,1|-1(X:) + an+1,2|—2 (Xl*) +oot an+1,n+an+1(X:) =0

an+1,1L1(X2) + an+1,2L2 (Xz) +oot an+1,n+1Ln+1(X2) =0

: (*2)
an+1,1L1(X:) + an+1,2 LZ (X:) +...t an+1,n+1Ln+1(X:) = 0
an+1,1|'1(X:+1) + an+l,2L2 (X:+1) +...+ an+l,n+l Ln+l(X:+l) = 1
Bu sistemin tek ¢6ztime sahip olmasi igin
n+l
IL(x;) .70
olmalidir.

L(x) L0 - L)

L0G)  Li(x) - L)
Lo =| :

LOG) L) - La()

Ll(X:+1) L2 (X:+l) ot Ln+1(X:+1)

L(x) L, (%) L (%)
by L, (%) + L, (%) - by, L, (%) + Ly (%)

by, L (%) + L (X,)

bn+1,lL1(X1) + bn+1,2 Ll(xz) t...+ bn+l,n Ll(xn) + Li(xn+1) : bn+l,an+1(X1) +t...+ Ln+l(Xn+1)

dir. Bu determinant carpanlara ayrilirsa;

10 0 L) L) - La(x)
‘L.(X,.,)ml _ b21 1 0. Ll(xz) Lz(xz) Ln+1(X2)
bn+l,l bn+l,2 1 L1 ().(n+1) L2 (Xn+1) T I‘n+l (.Xn+l)

Lo L) - LX)

111 B%) RO L)

Ln+1(X1 ) Ln+1(X2) e Ln+1(xn+1)
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n+1

%0

i,j=1

= 1L o) =|Lx)
dir.
Bdylece (*1) ve (*2) sistemleri tek ¢6ziime sahiptir.
Geriye
81000 7 0 (*3)
oldugunu gostermek kaliyor.

(*7) sisteminden a

_ |An+1|

n+l,n+l1
Al

i bilinmeyen olarak ¢ozelim.

n+1,n+1

dir. Cramer Sistemi’nden ¢6zim bulunur.

LK) LG - 0
LS L) - 0
|A1+1|: :
L(x)  L(x)

Ll(X:+l) LZ(X:H) -1

determinantini son siituna gore agarsak;

L) L) - L)
LG L) - Li(x)

|A,+1| — 1.(_1)(n+1)+(n+1) —

L) L(x) - Lx)

dir. Simdi bu determinanti yukarida (n+1)x(n+1) boyutlu determinant icin aynen

uygularsak;
10 - OL(x) Lix) - Li(x)
IAm:l-bfl 1 . (:).Li(:xz) L(x,) - Ln(:xz)
b;,l b, - 1 Ll(.xn) L,(x,) - Ln(.xn)
:1.\[Li(xj)T][jﬂ=\Li(xj)\:j:1¢o
dir.Boylece
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‘Li (Xj)‘in,jzl

n+1,n+1 = n+1
ILi(x;)

bulunur ve ispat tamamlanir.
Sonug 3.6.2 : X

ij=1

. X 'inox,...,x, tarafindan gerilmis bir alt uzayi olsun

(yani X, aX +...+a,X, lineer kombinasyonunun kiimesi olsun). Eger x € X, ise 0

zaman
n
X= > L (X)X
k=1
dir.

ispat: Eger y=> L, (X)x, ve yeX, dersekozaman (3.6.13) "den

500 = 2 L (%) = L)

ler lineer bagimsiz olduklarindan (3.6.12) ’den dolayi x;,..., X,

n

bulunur. x,,..., X,

elemanlari da lineer bagimsiz olurlar. Boylece (3.6.13) ve Yardimci Teorem (3.2.1)

’in sonucu olarak L,,...,L, ve boylece Lj,...,L,

n

“lerin lineer bagimsiz olduklari
goruldr. (3.6.12) *den bu durumda
Li(y-x)=0, j=1,2,...,n

olmasi y — x = 0 olmasini ve bdylece y = x olmasini gerektirir. ispat biter.

Bir x e X elamani igin z L, (X)x.* serisine biortogonal agilim denir.
k=1

X~ > L (X)X (3.6.17)
k=1

yazilir.
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3.7. Ardisik Farklar

Tanim 3.7.1: Yo, V1, . . . degerlerinin bir dizisi verilsin. Ardisik degerlerin
farki
AY, = Vi = i k=0,1,... (3.7.1)

seklinde gosterilir.
Benzer olarak daha ylksek farklar

Ay, =0(0Y,) =AYea) =B Y = Vo = Vi) = Ve = i) (3.7.2)
seklinde tanimlanir. Genel olarak
A"y, =AY, ) =A"Y, ., A"y, (37.3)
yazilir. Burada Ay, =y, 'dir.
Teorem 3.7.1 : Ay, =y,
AYe =Y~ Y
A%y = Yir = 2wt + Vi

A = Yies = 3Yier + 3V — Vi

Genel olarak ;
. n n n!
A"y, =) ()" : = 3.74
Yk ;( ) (rjyk-H (rj f(n—r)! ( )
dir.
Sonu¢ 3.7.2: k=0 icin (3.7.4) ’den
n n
A"y, = (=) (r] y, (3.7.5)
r=0
elde edilir.
20, Z1, . . . noktalar1 agagidaki formda verilsin:
Zv=a, z1=a+h, z,=a+2h, ... ,z,=a+nh (3.7.6)

Bu noktalarda interpolasyon halinde kesirli farklar ardisik farklara bagh

olarak verilebilir.
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Eger w(z)=(z-2))(z-2)...(z-2,) Ise,
w' (Zk) = (Zk - ZO)(Zk - Zl) e (Zk - Zk—l)(zk - Zk+1)' . (Zk - Zn)
olur.
z,—z;=(i-J)h
oldugundan
w'(z,) = (kh).(k =1)h ... (h)(=h)(=2h) ... (=(n = k)h)
= h'k!(n-k)(-D)"™*
elde edilir.
Interpolasyon polinomu:
s w(z)
P.(2) =) W (2.5.8)
kz=(; ‘ (Z - Zk)W (Zk)
dir.
Burada z" ’in  katsayisi >’ IWk ‘dir.  Bu  yiizden
oo W(z,)
a, =[w,, W,...w,]=>_ lwk "dir. Bundan dolay! (3.6.4) 'ten
oo W (z,)
n yk
:y,y"__,yn: —
[ o ] ; w'(z,)
SNy
~h"k!(n-k)!
1 C n—-k [n]
= -1
T ;( )V
A"y,
= 3.7.8
nth" ( )

elde edilir.
O halde asagidaki teoremi ifade edebiliriz.
Teorem 3.7.3:p(z), n +1 sayida a,a+h, ...
degerlerini alan ¢, ’de bir polinom olsun .

O zaman
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0,(2) =y + o (2 - ) + 2 (2 —a)(z-a-h)+...

h 21h* (3.7.9)

A, (z-a)(z-a=h)...(z—a=(n-T)h)
nih"

dir.
Eger p,(f;z) a,a+h,...,a+nhnoktalarindaf ’ye interpole edilirse,

Af

PN
. (z a)+2!h2Af(a)(z a)(z-a-h)+... (3.7.10)

! A"f(a)(z-a)(z—a-h)...(z—a-(n-1)h)
nih"

p(f:2)=f(a)+

ot

dir. Burada,,
Af(@)=f(a+h)-f(a)
A*f(a)=f(a+2h)-2f(a+h)+ f(a) (3.7.11)
A’ f(a)=f(a+3h)-3f(a+2h)+3f(a+h)-f(a)
yazabiliriz.
(3.7.9) ve (3.7.10) formallerine Newton Fark Formdlleri denir.
Eger f(x) fonksiyonua,a+h,a+2h, ..., noktalarinda tanimli ise,

f(X) ~ i“A:h(f‘) (z—a)z-a-h)...(z—a-(k=1)h) (3.7.12)

k=0

serisine f icin Newton Serisi denir.
Ornek 3.7.1 : f(x)=x", o zaman Af(x)=nhx""+... Bundan dolay: ilk
fark n—1 dereceli polinomdur. Benzer sekilde
A"X"=nlh" vep>n igin APX" =0 ’dir.
Cozim:
Af (x) = f(x+h)- f(x)
= (x+h)"=x"

n ._ nin-1) ,_ _
x”+Tx”1h+gx”h2+ X"+, = x

n(n-1)(n-2)
I

2,n-2
+n(n lgh X7

= nhx"!
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2,n-2
AZF(X) = AAF (x)) = Anhx™ 4 A RO DT

= nh[ (x+h)"" ]-nhx""+...

nh[ X" +(n=1)x"?h+...]-nhx"" +...

n(n—Dh>x"> +...
dir. Bunu genellestirelim.
A"f(x)=n!h"x"" =nlh"
bulunur.
p>n igin,
APX" = A(AP'X")
dir. p>n oldugundan, p-1>n-1 =p -1 =n alinabilir.
O zaman
APX" = A(AP'X™)
=A(A"X")
=A(n!h")
=0

dir.

Ornek 3.7.2 : Eger f(x) = e™ ise Af(x)=(e*"—-1)e* ’dir. Iterasyonla
AMF(X)= (" —1)"e™ dir.

Ornek 3.7.3 : Eger f(x) egp, ise, (2.7.12) serisi f(x)’e yakinsar. Ornek 3.7.1
’den dolayr serin+ 1 terimli bir toplama indirgenir ve Teorem 3.7.3 ’den dolayi
a,a+h,...,a+nh noktalarinda f ’ye interpole olan g ’in tyesidir. Teklikten

dolayi n. dereceden polinom f ile cakisir.

Cozim : (3.7.12) serisi acik yazilirsa;

iAlilfh(f‘) (z—a)(z-a-h)...(z—a—(k1)h)

A f(a)

i) @,
=f(a)+ . (z—a)+ TS

(z—a)(z—a—h)+...+%(z—a)(z—a—h)...(z—a—(n—l)h)
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f(x) = p2(x) olsun. Ozel olarak f(x) = x* olsun.
A f(X)=f(x)=x=>Af(a)=f(a)=a’
Af(x) = f(x+h)—f(x)
= (x+h)=x’
=2hx +h*> = Af(a) =2ha +h?

=A*f(x)=A’X> =21h* = A*f(a) =2!h* =2.1h°

=Af(X)=A’f(@)=AX’=0=Af(@)=0 (p=3>2)
(3.7.12) *den,
iAklfh(f‘)(z-a)(z-a-h)...(z-a-(k-1)h)
_, 2ha+h? 2.1.h%
—a+ . (z-a)+ in? (z-a)(z-a-h)+0+0+...

= a’*+(a+h)(z-a)+(z-a)(z-a-h)

=a’+(z-a)(z+a)

:Z2

sonucunu buluruz.
Yani serinin toplami z = x icin f(x) = x* fonksiyonu olur. Kisaca (3.7.12)
serisinin kismi toplami (3.7.10) polinomudur.
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4. KALAN TEORISi

Onceki bolumlerde sonuglar cebirsel islemler olarak degerlendirildi ve
interpolasyon probleminin ortaya konmasi ile siki sikiya bagimliydilar. Fakat bu
metod yaklasim teorisi sonuglarina daha iyi nasil tasinabilir? Bu sorunun cevabini

kalan teorisi icinde arayacagiz.

4.1. Polinomlarla Interpolasyon Igin Cauchy Kalani

Teorem 4.1.1: f(x) eC"[a,b] olsun ve (a,b) ’nin her noktasinda f*’(x)’in

var oldugunu kabul edelim.

Eger, a<x, <X <...<X,<b ise,

F(x) = p, (F10) = EZXIK=X) - (X2%) o g 4.1.1)
(n+1)!
dir. Burada min(x, Xo, X1, . . ., Xn) < &< max(X, Xo, X, . . . , Xn) “dir. f noktasl X, Xo,
X1, ..., Xn Ve f’yebagimhdir.

Ispat : p,(f;x,)=f(x,) oldugundan f(x)-p,(f;x) fonksiyonux=xo ,

X =Xy, ..., X=X, noktalarinda sifirlanir. x sabit olsun ve X, Xq, X1, . . ., Xy “den

farkli olsun.

_ FO) = p,(f;x)
K= (X=%)(X=%,)...(Xx=X,) (412)

olsun. t ’nin asagidaki fonksiyonunu g6z dniine alalim.
w(t) = f(t) - P, (F;0) = (E=%)(t=x) ... (t =%, )K(X)
(4.1.3)

w(t) fonksiyonu t=x,, t=x,...,t =X, noktalarinda sifir olur. Ek olarak (4.1.2)

n

“den goralur ki w(t) fonksiyonu t = x noktasinda da sifir olur.
F(X) = P, (%) = K(X)(X=X%)(Xx=X) ... (x=x;) =0
olup sol taraf w(x) ’e esittir. Genellestirilmis Rolle Teoremi (2.2.1) *den w*"(t)

tirevi min(x, Xo, X1, . . . , Xn) < &< max(X, Xo, X1, . - . , Xn) Kosuluna uygun bir gg

40



4.KALAN TEORISi Figen GULTURK

noktasinda sifir olur. Cunku w(t) fonksiyonu x, Xo, X1, . . ., Xn @ibi n + 2 noktada

sifir oldugundan Genellestirilmis Rolle Teoremine gore w™"(t) fonksiyonu 5 "de

sifir olur.
(4.1.3) *ten
WD () = FOO(£) = 0= (n + 1)IK(X)
dir.
t= ¢ icin
0=w"0(&) = V(&) - (n+1)!K(x) (414
dir. Buradan
K= 1) (@19

dir. Bunu (4.1.2) ’de yerine koyarsak (4.1.1) ’i elde ederiz. Eger x=xy ise, (4.1.1) ’in
herhangi § icin saglandigi agiktir.
Sonug 4.1.2 (Lineer Interpolasyon igin Hata) : f(x)eC'[a,b] ve f"(x),

(a,b) "nin her noktasinda var olsun. O zaman a < x < b igin

_ (x-a)(x-h) ¢
2

f(x)—(g:—: f(a)+gf(b)j

"(£), a<é&<b (4.1.6)
dir.

Ispat: n=1"dir.n+1=2"dir.

f(x)eC' [a, b] fonksiyonunun lineer interpolasyonunu (polinomunu)

L(f;x)ile gosterirsek; (4.1.1) ’den
00 - L(F5x) = X2 o g

yazilir.
y=L(f;x) diyelim.(a, f(a)) ve (b, f(b)) noktalarindan gecen dogru
denklemi:

y-f(a) x-a
f(b)-f(a) b-a
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Yo L(x— f(a) s (TO)= f@)(x=a)

b-a
= b__Xf(a)+X_af(b)
—a b—
dir.
Boylece son esitlikte L(f;x) degeri yazilirsa (4.1.6) elde edilir.
Bir ¢ok Ornekte g’nin degeri tam olarak bilinmez ve asagidaki tahmin
onemli olur.

Sonug4.1.3: R (f;x)= f(x)-p,(f;x) (4.1.7)
olsun. Burada R, (f;x) Cauchy kalanidir. Eger
f(x) eC™'[a,b]
ise,

ol e

(n+D! (4.18)

|Rn(f;x)|s{max

a<t<b

f (n+1) (t)‘}
dir.
Ispat : Burada é: ’nin yeri tam olarak belli degildir. Bu durumda Teorem
4.1.1 e uygun & icin
£ (&) < max| 0 (1) (*)

yazabiliriz.
(4.1.2), (4.1.7) ve (*) kullanilarak ,

IR, (f;x) =] f(x) = p,(f;%)|

_ |(x—x0)(x—x1)...(x—xn).f(ml)(é)‘

(n+1)!
X=X [X=X|...|X=X
— | 0” (n+11|)! | n|. f(n+l)(é:)‘
B L P
~ lastb (n+1)!

elde edilir.

Ornek 4.1.1: f(x) = arcsinx fonksiyonunu géz oniine alalim. f (0,5335) ’in
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degerini elde etmek icin xo = 0,5330 ve x; = 0,5340 degerleri arasinda lineer
interpolasyonu kullanalim ve hatay1 tahmin edelim.
x =0,5335 “dir.

f'(x) = (arcsin x)' = =(1- Xz)—uz

1
NIEG
f II(X) — ((1 _ X2)—1/2 )' — X(l _ X2)—3/2
f III(X) — (X(l _ X2)—3/2 )' — (1+2X2)(1 _ X2)—5/2

f" tdrevi 0,533 < x<0.534 araliginda pozitif oldugundan f"(x) tlrev

fonksiyonu artan bir fonksiyon olup maksimum degerini x = 0,534 sayisinda alir.
n=1i¢in (4.1.8) formali kullanilirsa;

X=X,|[X—X
R =] 09 9,00 =] f (9~ LX) s\f“(o.534)‘,¢
"den
R|< 0,534 |0.5335-0.5330/|0.5335 - 0.5340|
" (1-(0,534))" )

0,534 (0.0005)

= . <1,2.107
(1-(0,534)*)*? 2

bulunur. Dogrudan hesaplama dogru hatanin 1,101.10™" oldugunu gdsterir.

Bu ornek asagidaki gergekleri ortaya koyar. Pratik islemlerde (4.1.8) *deki
tahmini kullanmak icin interpole edilen fonksiyonun yiksek mertebeden tiirevine ve
belli bir arahikta bu tirevin degeri igin bir st sinira sahip olmak gerekir. Bu
elementer fonksiyonlar igin bile oldukga zordur.

Bu zorlugun Ustesinden gelmenin gesitli yollar vardir. Bu yollar yalnizca
interpolasyon icin hata tahminine degil, ayni zamanda daha yiiksek mertebeden
tirevler gerektiren ortalama deger hata tahminlerine de uygulanir.

ikinci olarak eger analitik fonksiyonlarla calisiyorsak ve kompleks diizlemde
fonksiyonun degeri igin daha yuksek sinir elde edebiliyorsak turevi tahmin etmek
icin asagidaki sonug énemli olur.

Sonu¢ 4.1.4 : A(R) analitik fonksiyonlar kiimesi olmak tzere, f(x) € A(R)
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olsun. Burada R, [a,b] ’yi kapsayan bir bélgedir. C, [a,b]’yi icinde bulunduran
kapall bir egri olsun ve L(C) = C ’nin uzunlugu |, Mc:macx|f(z)|,

8=C 'den [a,b] " ye olan en kisa uzaklik olsun.

O zaman

L(CM,

IR, (F;X)] = [f(x) - p, (f;x)| < S5

X=X |[X =%, | ... [x =X, | (4.1.9)

Ornek 4.1.2 : f(x)= [exz“‘ - 1}1/3 olsun. [a,b]=[-11], n=4, x=-1,

X1 = _?1 , X2=0, X3 :% , X4=1 olsun. x = % ’de yapilan hatay! bu noktalarda

interpolasyonla tahmin ediniz.
Cozum : f(z), |z| <2 ’de analitiktir.

1/3

2
f(z)=le" -1
22-4 /3 X2 +2xyi+(iy)* -4 113
< ( e +1) :( e +1)
1/3
- (e 1)

) 3
- (eRe(z -4 41

dir.

C=lz=p,1l<p<2, {Z|=p<:>|x+iy|:p<:> x> +y? :p<:>x2+y2=p2]

1/3 /3
er 4 1‘ < (exz-yz-“ +1)

M. = nz1eacx| f(z) = max

) /3
< @p -4.1+1)

fE 221/3

dir. 6=p-1 vep=2-¢ yazariz.

LM, _ @r)2-¢)2"
225 2x(l-2)
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(4.1.9) esitsizligi 0 < <2 igin saglanacagindan ¢ — 0 limitalinirsa,

(i}

1 T S B
Sy A f iy | K| il | gt 1
- f-epla-ofi-i

+HHOOE

~0.11 olur.

S 24/3

4.2. Konveks Fonksiyonlar

Tanim 4.2.1 : f(x), [a,b] araliginda tanimh olsun. Egrinin iki noktasini

birlestiren herhangi bir Kiris eger egrinin altinda degilse f bu aralikta konvekstir.

1% x4 < X olsun. ‘O_Cl" =‘O—A1

+|Ac]

x:‘O—Cl‘leJri

KE‘ (0<A<1)

X, +A(X, = X,)

AX, +(1=2)X,

2%, X2 < 1 olsun. ‘OC1 =X, + A(X, = X,)

= AX +(1=-4)x,
AB kirisinin denklemi:

X=X _ y- f(X1)
X, =% T0)=f(x)

45



4.KALAN TEORISi Figen GULTURK

y=T0)=T0) sy rx,)

X, =X
dir.
X =AX, +(1-2)x, ile budenklem Kkesistirilirse ,
CTj = y:M'[ﬂxz +(1_1)X1 _Xl]+ f(xl)
= [fO6)=f(x)]A+f(x)
= 21(x%,)+(1=-A)f(x)
‘cﬁ‘: F(X) = (A% +(1-2)x,)
CP|<|CQ| e y = f(x) konvekstir < f (A%, +(1-A)x )< Af(x,)+(1-2)f(x)
*)

Teorem 4.2.1. : f", (a,b) ’de var olsun. O zaman f(x) ’in her kapah alt

aralikta konveks olmasi icin gerek ve yeter kosul (a,b) tizerinde f"(x) >0 olmasidir.
Teorem 4.2.2 : f(x) [a,b] "de konveks olsun. Eger
asx,<X,+h<x,+2h<b
ise
A*f(x,) = f(x, +2h)=2f(x, +h)+ f(x,) =0 (4.2.2)
dir.
Ispat : Bu esitsizlik herhangi bir kirisin orta noktasinin egrinin tizerinde veya

yukarisinda oldugunu soyler.
Gergekten;

(4.2.2)°den = f(x, +h) < 1)

f(x,)+ f(x, +2h)
2

Halbuki (*) konvekslik ifadesinde

1
X, =% +2h, X =X, /1=5 alinirsa

1 1 1 1
f[g(xo +2h)+5x0] SE f(x, +2h)+5 f(x,)
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f(x,+2h)+ f(x,)

f (%, +h) < >

)
bulunur. (1) ve (2) aynidir.
4.3. En Iyi Hata Tahminleri, Chebyshev Polinomlari

(4.1.8) ’deki polinomlarla interpolasyon igin hata tahmini iki kisma ayrilir.

Birinci  kisim max

asx<b

f(”“)(x)‘, interpole edilen fonksiyona baglidir. Fakat

interpolasyonun yapilis tarzindan bagimsizdir.ikinci Kisim ise

( 1)I|x—x0||x—x1| ...|x=x,| fonksiyondan bagimsiz, fakat noktalara bagimlidir.
n+1)!

(4.1.8) tahmini ‘f‘”“) (5)‘ yerine max‘f(””)(x)‘ alinarak elde edilmistir. Cogu zaman
(4.1.8) ile 6nceden tahmin edilen hatadan buyuk olacaktir.

Fakat konusuldugu tzere birinci kisim kontrolimuz disinda oldugu igin ikinci
kisma bakalim. ikinci kisimda daha kiigik bir hata tahmini yapilabilecektir.

max

a<x<b

(x—xO)(x—xl)...(x—xn)| ifadesini disunelim. Bu X, X,,...,X, noktalarina

n

baghdir ve bizi asagidaki O6nemli ve ilgin¢g soruya goéturur. [a,b] araliginda
Xo» X5 - -+, X, Noktalarini maksimumu mimkiin olabildigince kiguk olacak sekilde

nasil seceriz? Bu problemin cevabi Chebyshev Polinomlarinin sifirlari ile verilir.

De Moivre Formili:
(cosO +isinB)" =cosnd +isinnod

seklindedir. cos6 = x olsun.

Eger 0<0<m ise sin@B=+1-x>>0

dir. O zaman
cosnd +isinnod = 6(+i\/1—x2j

dir. Sag tarafa Binom Agilimi uygulanirsa ,

S BT
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olur. Bu denklemden gercel kisimlar esitlenerek,
n
cosn(arccos x) = cosnd = x" +(2jx“‘2(x2 ~D+...(n=0,1,...) (4.3.1)

bulunur. Burada x =cos6 oldugu distndlirse cosn®, cos® ’nin n. dereceden bir
polinomudur.

Tanim 4.3.1. : n. dereceden Chebyshev polinomu
n
T, (x) = cos(narccos x) = x" +[2j X"?(x*=1)+... (n=01,..) (4.3.2)

ile tanimlanir.
Simdi bir ka¢ Chebyshev polinomunu yazalim.
T,(x)=1
T,(x)=x
T,(x) =2x" -1
T,(x) = 4x> = 3x
T,(x) =8x* —8x* +1
T,(x) =16x> = 20x° + 5x
T, (x) =32x° - 48x* +18x* -1
Teorem4.3.1: T, ,,(X)=2xT,(X)-T,.,(x) n=12,... (4.3.4)
dir.
Ispat : ispati yapmak igin
cos(n+1)0 =cosnd cosO —sinnd sin6
cos(n—1)6 =cosnO cosO +sinnod sind
yazalim.Bu iki esitlik taraf tarafa toplanir ve dizenlenirse,
cos(n+1)0 =2cosnd cosO —cos(n—-1)0
elde edilir.
cosO=x, cosnb=T,(x) oldugundan
T,,,(X)=2xT, (x)-T,_,(x) n=12,...

elde edilir.
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Sonug 4.3.2: T (x) =2""'x" + derecesi daha kiigtik terimler (4.3.5)

Ispat : Derecesi daha kiigiik terimler ifadesini kisaltarak d.d.k.t. olarak
yazacagiz.

Ispati tiimevarimla yapalim.
n=1icin T(x)=2"x"=x,
n=2igin  T,(x)=2x>+d.dki.
dir.
n-2 ve n-1 icin dogru kabul edelim.
T.,(x)=2"x"?+ddkt,
T, (x)=2"x""+ddkt
dir. Simdi (4.3.4) formilinde n yerine n—1 alinirsa,
T.(X)=2xT,_,(xX)-T,_,(x)
olur. Buradan
T,(0) =2x (2" x"" +d.dkt)- (2" x"? +d.d kt)
=2""'x" +d.dkt
elde edilir.

Teorem 4.3.3 : T, (x) polinomunun kokleri

X, = cos X1y k= 1,2,...,n (4.3.6)
2n
dir.
T.(x), -1=x<1 kapali arahiginda bulunan n + 1 sayida
X, =cosﬁ k=012,...,n (4.3.7)
n

x. noktalarinda ekstremum degerler alir. Bu degerler alternatif olarak (—1)dr.

Ispat: T (x,)= cos[n arccos(cos 22_1 n)}
n

=cosn

n:cos{(zk—l)ﬂzo k=12,...,n

dir. Ote yandan,
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T.(x)= ! n(-sin(narccos x))
" NS
=1 sin(narccos x) (4.3.8)
NS

ve

T'(x)= Ls.in {n arccos x(cosﬁnﬂ
n \ 7k /—I—Xf 2n

sin(2k—l)g¢0

1-x;

dir. Bu yuzden x, ’lar yalnizca T,(x) ’i sifir yapip, T, (x) ’i sifir yapmadigindan
basit koklerdir. Yani kath degildir. Ustelik

2
T'(x) = n{l— cos” km
n

-1/
j sinkn=0 k=1,2,3,...,n-1 k#0, k=#n

. e , km -2 1
dir. Cunki 1-cos > =

ifadesi k = 0 ve k= n icin
kn

n

1-cos®

tanimsizdir.
| kTC
T, (X, ) =cos| narccos(cos—)
n

T, (x'k):cosnE
n

= coskn = (-1)

Tn (X(I)) = (_1)0 =1

. .| , N cift
T, () =) ={_1 e

Boylece k = 0 icin T, (x;)=1 ve k =n igin T (x;)=cosnz degerleri de

birer ekstremum deger oldugundan bdylece (4.3.7) saglanmis olur.

Fakat —1<x <1 igin T, (x)=cos(narccosx) oldugundan |Tn(x) <1

dir. Bu
gosterir ki x, lar yalnizca —1< x <1 araliginda ekstremum noktalardir. Cinku tlrev
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n-1. derecedendir ve n-1 koki olur. Iki tane de ug degerler eksremum oldugundan

fonksiyonun eksremum degerlerini aldigl nokta sayisi n+1 dir.

Tanim 4.3.2: T (x) polinomunu

.

T (0=

esitligi ile tanimlayalim.

Not edelim ki (4.3.5) "de T.(x)=2""x" +d.d.kt olarak elde edildiginden bu
ifade yukaridaki esitlikte yerine yazilirsa T_(x) = x" +d.d.k.t elde edilir.

Teorem 4.3.4 (Chebyshev) : ., bas katsayisi 1 olan bitlin n. dereceden
polinomlarin kimesini gostersin. Her p € g, icin

p(x)| (*)

max

—1<x<1

T, ()| < max

—1<x<1

dir.

Ispat : =1 <x <1 iizerinde tanim (4.3.2) "den

1
Tl

-I: ZF
T,

n

yazilir. Boylece |T,| =1 oldugundan

, —1<x<1 aralig| tizerinde

X, = cos[ﬁ) k=012,...,n
n

noktalarinda maksimum degeri olan % i n +1 defa kabul eder.

(*) ifadesinin aksine olarak;

max

—1<x<1

1
p(X)| S 2n—l

olacak sekilde bir p € @, polinomunun var oldugunu kabul edelim.
Q(X) =T,(x)- p(x)

esitligi ile Q(x) polinomunu tanimlayalim. Q(x) € ¢,_, ’dir.

Q) =T,04)-px) =S8 -px) k=012,
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olur. Ote yandan ‘p(x'k)‘<2nL

— oldugundan Q(x,) degeri sirayla + ve — isaretlerini

alr.
Bu yuzden Q(x) ’in farkl isaretli degerler aldigi
(Xgy Xis X3y e vy X0)
gibi n + 1 nokta vardir. Boylece Q(x) polinomu (bir eksik sayida) n tane sifira sahip
olur. Oysa Q(x) € ¢,,_, idi. O halde Q(x)’in 0zdes olarak sifir olmasi gerekir. Yani

Q(x) =0 olmalidir. Béylece p(x) =T, (x) bulunur.

Bu ise,
~ 1
S = max T, (4] = max | p()| < o
dir. Bu bir geliskidir. O halde (*) dogrudur.
Sonug4.35: max|x" +ax" +...a,[> =
dir.
Ispat : Daha once gordiik ki,
p(x) = x"+ax"" +... +a,
olarak alinabilir.
~ 1
n n-1 — > —_
max |x" +a,X"" +...a,| = max p(x)|_[nlgaxz(1 Tn(x)‘ =
n n-1 (b_a)”
Sonug 4.3.6 : max a X" +ax"" +...+a, >a| =
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Ispat:

Dogru denklemi:

y_yl _ X_Xl

Y. =Y, X, =X

t-(-1) x-a

I-(-1) b-a

X=(b—a),[erJra
2 2

dir.

; . [(b—a) b+a}"
max|a, X" +a, X +...+a, |=max|a, t+ +...+4a,
a<x<b —I<t<l 2 2

= |a0|(b_a) maxt”+d.d.k.t‘
20 st
(b-a)" 1
> |a .
| 0| 2n 2n—1
(b-a)’
|a0| 22n—]
elde edilir.

T,..(x) ’in sifirlart olan x, X, X,, ..., X, noktalarini interpolasyon noktalari

olarak alirsak,

T,.X)=(X=X%,)... (x=x,) olur. Clnki tanim (4.3.2) "den

1 1
-

0= T,(0=;

[2“‘1(x— X)(X=%)... (x= xn)]

= (X=%)(X=X)... (X=X;)
dir. (4.1.1) formalinden
R(f) =10 poney g a (4.3.9)
(n+1)!
ve (4.1.8) ’den

Tn+1 (X)

R (Tl =

o (a)‘
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G Jlr i 0ol @)

max Tn+l (X)

- (n+1)!-1=x<1

max

—1<x<1

f (D) (x)\

1 1
= .max

T (N1 2" s

£ ()| -1<x<1  (4.3.10)

elde edilir.

4.4, Kesirli Farklar ve Ortalama Deger
Teorem4.4.1: R (f;z)=f(z)-p,(f;2)
=[f@). f(z)),... F@)]|(z-2,)(z-2)...(z-2,) (44.1)
dir.
Ispat : Burada
[f(z), f(z,), ...\ f(zn)]

kesirli farki

1 1 1 1 1 1
7 Z, z, z Z, Z,
7’ z; | |27z Z,
[f(z),f(zo),...,f(zn)]: : : : : :
z" z, . zy | |Z" Z, R Ak
f(z) f(z,) .. f@@)||z"™ <z .. 2™

(4.4.2)
dir. (DAVIS, P. J., ‘Interpolation and Approximation’, Dover Publication, Inc., New
York(1975) (2.6.23) ’ten)

Burada payda D ile gosterilirse; (1. stitundan dolay! D, Pn+1 ’in elemanidir)
Sondan onceki satirdan baslayarak her satir z ile carpilir ve altindaki satirdan

cikarilirsa;
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1 1 1
1 1 1
z z, z,
-1 z,-1 z,-12
D= : =Pz z-z52 22 -7..2
Zn Zn Zn : :
‘ S I AL L B S A 2™ 7"z
Zn+1 z(r)H—l . Z:+l
1 1 1 1
0 z,-z z,-7 ... 1,-1
=0 z(,-2) z(z-2) ... 2,(z,-2)
0 7(z,-2) z/(z,-2) 2,(z, - 7)
1 1 1
ZO Zl Zn
A Z,
1 1 1
n+l1 0 1 Zn
= (_1) (Z_ZO)(Z_ZI)"'(Z_ZH) : : :
2 Z,
elde edilir.
(4.4.2) ’nin payinin 1. sutuna gore actimasindan,
O(2)=[f(2) (), ... T @)z~ 2,)(z~2)...(z~2,) (*)
bulunur. Gergekten;
1 1 1
z z, ... 1,
z" zy ...z
f(z) f(z,) ... f(z,)
Q(2)= °D
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1 ... 1 I - 1
z . L z e L2
(_1)n+2+1.f (Z) :0 : :n + (_1)n+1+llzn '0 ) . n +..
_ 7 .. 2 f(z,) -~ f(z,)

- 1.1
n+1 ZO Zn
(_1) (Z_ZO)(Z_ZI)"'(Z_ZH) : : :

Z z,

Boylece (4.4.2) *den Q(z) =[f(2), f(z,). ..., f(z,)] oldugundan
[f@), f(z,). .., f(z,)z-2,)z-2)...(z-z,)

I ... 1 1 1
D" () (D)™ : :
B Z, ... I, f(z,) ... f(z,)
- 1 1
G
Z, Z;
= (-1’ f(z)+a(2) *,)
= f(2)+a(2)
olur. (Burada q(z) € g, ’dir). Boylece
¢(z) = f(2) +a(2) *3)

olur.
(*,)’den ¢(z)=0 i=0,1,...,n olur
(*5)’den 0=1f(z)+q(z) 1=01,...,n
bulunur. Buradan f(z,)=-q(z,) olur.
Interpolasyon polinomunun tekliginden
q(z) =-p,(f;2)
yazilir. Sonug olarak ¢(z) = f(z) - p,(f;z) olur ve boylece (4.4.1) elde edilir.
Sonug 4.4.2 : f(x) eC[a,b] olsun ve varsayalim ki f*"(x) (a,b) ’nin her

noktasinda var olsun. Eger a<xo<xi<...<x,<b ve X €[a,b] ise,
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(n+1)
[F00), T (%), F(%)]= f(n+1()§!) (4.4.3)

dir. Burada min(x, X,, ..., X,) <& <max(X, X,, ..., X,) ’dir.
Ispat : Teorem 4.1.1 den

f(X)— pn(f;X)z (X_XO)(X_XI)'--(X_Xn) f(nﬂ)(é)
(n+1)!

esitligi vardir.
Teorem (4.4.1) *den
R.(f;2) = f(2)-p,(f;2)
=[f@, f(z),.... T @)]|(z-2,)(z-2)...(z-2,)
Burada z = x alinarak iki formilin sag yanlari esitlenirse (4.4.3) formulu
elde edilir.
Sonug 4.4.3: f(x) eC"'[a,b] olsun. Eger x e[a,b] ise,

.I: (n+1) (X)
(n+1)!

im[ £(x), (%), .., ()] = (i=0,1,2,...,n) (4.4.4)

dir.

Ispat : min(x, X,,..., X,) <&<max(x, X,, ..., X,) oldugundan x, — x igin
min(x, X,, ..., X,) =X ve max(x, X,,..., X,) =X olur ve &=x bulunur. BOylece
gE=x dersek, X, >x< &—x olacagindan (4.4.3) ’0n iki yaninin x;, — X igin

limiti alinirsa,

) ) ) f (n+1) (E',) f (n+1) (X)
lim[ f(x), f(x),..., f(x)]=lim fD(E)=1lim =
x.ax[ 00, (%) ()] X—>X ©) ex (n+1D)! (n+1)!
bulunur.
Noktalarin esit aralikli olmasi halinde, ardisik farklar icin ortalama deger

teoremini elde ederiz.

X, =0, X =a+h, ...., X, =a-+nh
AT (%) .
[F06) (), T (%)= i ™)

yazilir. Bunu sonug (4.4.2) ile birlestirirsek asagidaki sonucu buluruz.
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Sonu¢ 4.4.4: f(x) eC[a,b] olsun ve varsayahm ki f™(x) (a,b) "nin her
noktasinda var olsun, O zaman
A"f(x,)=h"f"(&) x,<&<X, (4.4.5)
dir. n =1 icin bu bilinen ortalama deger teoremidir.

Ispat : (4.4.3) ’te n +1 yerine n alinirsa ,

)

n!

[ f (Xo): f (Xl)v B f (Xn)] =
olur. (*) ve bu sonugtan;

A () _ f'(®)

nth" n!

A" (%) =h" " ()

bulunur. Boylece (4.4.5) elde edilir. Burada n = 1 alinirsa;
Af(x,)=hf'(&) x,<&<X
Af(x,) = f(x, +h)— f(x,)

oldugundan

FO+M -0 _
. =f'(9)

bulunur. Bu bilinen ortalama deger teoremidir.

Ornek 4.4.1 : Varsayalim ki f bir h araliginda siralansin ve a ve a + h ardisik
noktalari arasindaki bir x noktasinda f ’nin degerini lineer interpolasyon ile elde
etmek istiyoruz. Sonug (4.1.2) den hesaplanan hata,

Rl:(x_a)();_a_h)zf”(g) a<t<a+h %)

dir. (4.4.5) ’den A’f(a)=h>f"(€) dir. Eger h yeteri kadar kiigiikse buradan,

1l 1 +*
f (i)zFAzf(a) (*2)
dir. Ote yandan
2

max|(x —a)(x—a-h)| = h?

olur. (*,) ve (*,)’den
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1 1
|Rl|sgh2.h—2\A2f(a)\
dir. Buradan

Lo
|R1|£§‘A f(a)
bulunur. Bu bize bir kural verir. Lineer interpolasyonda hata 2. farkin % ’ini gegmez.

4.5. Peano Teoremi ve Sonuglari

Eger polinomlarla interpolasyon icin Cauchy Kalani (4.1.1) dikkatle g6zden
gegirilirse, (&) kisminin énemli bir rol oynadigi goriiliir. Ornegin, f e ise,
f*Y =0 “dir. Dolayisiyla R (f;x) Cauchy Kalani 6zdes olarak sifir olur.
Belirlenmis bir x i¢cin R (f;x)= f(x)—-p,(f;x) kalanina bir lineer fonksiyonel
olarak bakilabilir. Bu R, operatoru f Uzerinde bir operator olup ¢, ’in bitln
elemanlarinda sifirlanir. Eger bir lineer fonksiyonel bu 6zellige sahipse o zaman

£ Y "in bir basit temsiline sahip olmalidir.

Genelligi saglamak icin C*"[a,b] fonksiyonlar sinifini diisiinelim ve bu

sinif Gzerinde asagidaki tipte bir lineer fonksiyonel verilmis olsun.

L(f) =.T[aa(x)f(x)+al(x)f'(x)+...+ a, f ™ (x) Jdx
2 (4.5.1)

io i in
+Zb|0f(Xi0)+zbllfl(xi1)+"'+zbmf(n)(xin)
i=1 i=1 i=1
Burada a,(x) fonksiyonlar [a,b] tzerinde parcali stirekli kabul edilirler ve

X; noktalari [a,b] uzerinde bulunurlar.

Teorem 4.5.1 (Peano): Vpegp, icin L(p)=0 olsun. O zaman
vf eC"'[a,b] icin

L(f) :T £ D (K (t)dt (4.5.2)

dir. Burada

59



4.KALAN TEORISi Figen GULTURK

K(t) = # x[(x-1)'] (4.5.3)
(x=1)] =(x—-1)" x>tise,
(x-1)1=0 X<t ise, (4.5.4)
LX[(x—t)Q] gosterimi L fonksiyonelinin x ’in bir fonksiyonu olarak
(x—1)7 "ye uygulandigini ifade eder.
Ispat :Teorem (2.2.2)’ye gére f(x)eC""'[a,b] ve X, €[a,b] olsun. O

zaman a<x<b i¢in

F()= )+ F ) (x=%) +—2 (X())(X K ot ) (”’(Xo)

(=) +— J O O-tde (%)
dir. Once bu teoremin ispatini gorelim.
= [ £ ) (x-t)7
nt.

olsun. Kismi integral uygulanirsa,

_f(n)(xo) n n n-1
—— 2 (x=x) +7 l)ljf”(t)(x t)"'dt

bulunur. Bu ifadedeki son terim |, ile gosterilir ve tekrar kismi integral uygulanirsa,

- f(n_l)(xo) ERVANCE I 1 (n-1) n-2
|, = e (X=X,) T _2)'jf (t)(x —t)"2dt
elde edilir. I, degeri yerine yazilirsa,
_ f(n)(x) _ n_f(n 1)(X) _ nl (n-1) n-2
| = (=) == ) 2),jf (H(x-t)"*dt

bulunur. Boyle devam edilirse,
1 h 1
_1=ﬁJ'f (t)(x—t)dt
olur. Tekrar kismi integrasyon uygulanirsa,

|, = f(X)(x x)+J'f(t)dt
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= -0 ) £00- 101

bulunur. Bu integraller ardisik olarak yerine yazilir ve diizenlenirse Teorem 2.2.1

ispat edilmis ve (*,) ifadesi elde edilmis olur . (*,) ’de x, =a alinirsa,

F00 = f(a)+ ' @)(x=a)+... 41— @A 1
n! n!

I FEVOx-1)"dt (%)

elde edilir.

(4.5.4) kosullar dikkate alindiginda (*,) ’deki son terim yerine

b
L[ ey x-tyt
nts
yazilabilir. Gercekten;

b X
LI fe@-t0dt == [ 10 0x—tydt (x21)
(1154 nts

b
L femodt (x<t)
nls

dir.
Simdi L operatori (*,) ’nin her iki tarafina uygulanirsa, g ’in bitin

elemanlari i¢in L sifir oldugundan,

L(f)= % Li FOD()(x —t)"dt (4.5.6)

elde edilir. (Yani Lf(a)=0, L(x-a)=0,...,L(x-=a)" =0dir).
(4.5.1) ifadesi L icin kabul edildiginden hipotezin kosullari altinda (4.5.6)

ifadesinde integral ile L fonksiyonelinin yerleri degistirilebilir. Boylece

b

L[ oL, [c-1)7 Jot (4.5.7)

L(f)=

n!

yazilir ve buradan (4.5.2) elde edilir ve ispat tamamlanmis olur.Burada K(t), L
fonksiyoneli igin Peano cekirdegi olarak adlandirilir.

(4.5.6) *dan (4.5.7) "nin elde edilisi:
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b
1.Leibniz Kurah : ¢(t):jf(x,t)dx fonksiyonu verilsin. Eger u = f(x,t)

fonksiyonu ve f, :% Kismi tirevi

B= {(x,t)eRz:agxgb, cstgd}

bolgesinde strekli iseler,
b0=S2- d [ 10000 —jaf(“) C<t<d

dir. Bu formule 1. Leibniz Kurali denir.
(4.5.1) formuli soyledir:

L(f) :'T[ao(x)f(x)+a1(x)f’(x)+ 43, () (%) ]dx

io in
+ Zbiof(xi0)+zb (%) +.. +Zbinf(n)(xin) *)
i=1 i= i=1
simdi L, ve L, fonksiyonellerini asagida oldugu gibi tanimlayalim.

Lk(f):'Tak(x)f(k)(x)dx; k=0,1,...,n

Lik(f)=ibikf(k)(xik) k=0,1,...,n (*2)
7 i=1,2,...
(*)) ’den
L(F)= Y L (1) + > Ly () %)

oldugu goruldr.
(*;) "de

b
f(x)= I f(x,t)dt (Leibniz kuralinda x ile t yer degistirir.)

koyalim. (4.5.6) "da f(x,t)=(x—t)" “dir.
O halde
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n

LU f(x,t)dt} = Z L, ﬁ f(x,t)dt} + Zn: L, U f(x,t)dt} *,)
L, U f(x,t)dt} = iak(x)(;j—):kﬁ f(x,t)dt} dx

:Tak(x)[i;—:k f(x,t)dt) dx  (l. Leibniz kurali)

=[[a (x)[a—}(x t)dtdx (i)
L, “nin tanimindan;
j LoX[f(x,1)]dt = j [ j a, (x)% f(x,t)dx}dt (ii)

dir. integral sinirlari ayni oldugundan (i) ve (ii) nin sag yanlari esittir.
O halde

& Vot
L j )t = j Lo X[ f(x,t)dt]

bulunur. Ayni sekilde,

L, ﬁ f (x,t)dtJ Zb,k ( j f(x, t)dt} (i)

X=Xk

) b.ki[akf(x t)} dt

i=1 -
X=Xik

olur. L, ’nin tanimindan
[LaoX[f(x0)]d I[JZ {a f(x, t)} ]dt (i)
dir. (i) ve (ii) "den

L, U f (x,t)dt] = T Lo X[ T (x,1)]dt

bulunur. Boylece bitun terimlerde integral ile operatorler yer degistirdi. O halde

(4.5.6) ’dan (4.5.7) ’ye gecis dogrulanmis olur.
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Sonu¢ 4.5.2: Eger yukaridaki hipoteze ek olarak K(t) cekirdegi [a,b]

uzerinde isaret degistirmiyorsa o zaman her f eC"*'[a,b] icin

_F"@) | (e
L(f)_mL(x ), a<&<b (4.5.8)
dir.
Ispat : integral igin 1. ortalama deger teoremine gore,
b b
[ F00g()dx= ()] g(x)dx (*)

dir. Burada f,g eC[a,b] , g>0 ve a<&<b dir.
(4.5.2) ve (*) ’dan

L(f)=f"@K@dt a<g<b (4.5.9)
bulunur. f = x™?* alinirsa,
L(x™)=(n +1)!T K (t)dt (4.5.10)

elde edilir.
(4.510) ’dan bulunan

L(Xn+1)
(n+1)!

TK(t)dt -

degeri (4.5.9) “da yerine yazilirsa (4.5.8) sonucu elde edilir.

Ornek 4.5.1 (Polinomlarla interpolasyon icin Kowalewski’nin Tam

Kalani) :
X, X, ..., % [a,b] "de belirlenmis olsunlar.
LD =R (0= 102 100, (0
olsun. (3.5.9) da _
B0 =27 106,00 = 15) )

=0 (X_ Xk )WI(Xk)

ve
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P (X)) = F(x,) k=0,1,...,n
dir. Burada p,(x )= p(f;x) ’dir.

O halde (4.5.3) ’ten f(x)=(x-t)] alarak,
MK (0) = L (x0T = (x=1)7 = 3 (% ~1)"¢, ()

T x=0)7 = (%~ ] €09

k=0

*)

olur. Bu son ifadede (3.5.13) ile verilen

anék(x) =1

ifadesi kullaniimistir.

Bu ifadeyi daha uygun bir forma koyalim. Belirlenmis k igin (4.5.4) "ten

=07 =0 =02 ] g

[ j[ (% —t)" }f<"+l>(t)dt+ j [ (% —t)" }f(”“)(t)dtJr j 0— o]f‘““)(t)dtj

X

= [[(x=)"=(x -t)" |f ‘“*‘)(t)dt+i[(xk—t)”]f(””)(t)dt

X

QD Cm— <

dir. Boylece (*) esitliginin iki yani f®*(t) ile carpilir ve integral alinarak
yukaridaki islemler dikkate alinirsa,

j.n!K(t) £ (1)t :T £ (t)(zn:[(x—t): (%, —t)j}/k(x)Jdt

k=0

J- f “””(t)(Z[(X—t)z _(Xk _t)jzk (x)jdt +Zn:£k(x)i(xk _t)n f ™D (t)dt

k=0

olur. Yukarida kullanilan (3.5.13) yeniden kullanilirsa;

kzz;[(x_t)n - (% _t)n]gk(x) =(X_t)n _i(xk _t)ngk(x)

k=0

yazihr. (3.5.9) esitliginde f(x,)=(x, —t)" ise, f(x)=(x-t)" oldugundan
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Zn(;(xk ~t).0,(x) = p, ((x ~t) ,x): (x-t)

k=
dir.
O halde yukaridaki son toplamda 1. terim igindeki toplam sifira 6zdes

olacagindan (4.5.2) ve (4.5.3) dikkate alinarak f eC™*"[a,b] igin
b n X

L(f)=[ "V OK ®)dt = f (x) - p,(F;X) :#Zék(x)j(xk )" N (dt (4.5.11)
a * k=0 X

dir.
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